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Xit\x begrünbet 
bur^ bte enblt^e ^ebeutung beS 35tffewntfal8 

unb angetoenbet 
anf iai^ ^ci)i ber iiittitentit ^efd^ttitoMgleit 

»on 



Dr. ^coro JB^cc^t, 

r. ^ofeffot an ber Subtt)ie9''9)?a]:iotittaii«'tlitl»frfltat 
in iD}fin^«it. 



SDtänc^en, 1855. 
^ttfrattfd)>artt|ltfd)e <9lnßalt 
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:^ 



Slad^bem bie ^nal^jiS ju einer tDtrfK^en SBiffenf^aft 
^erattgetoa^fett toar, ba^te Sliemanb me^r an eine gort^ 
fe^ung betfetten, toeil ft(^ toebet ein neueS Dfcjeft nod^ 
dne neue Sfufgafte jut JBetrad^tung bartot Die Slntüen« 
bung ber Stnal^jiS auf ©eometrie unb 3»ed^an{f ma^tt 
jebod^ eine eigent:^ütttli^e SSetrad^tung ber 3(^Wn nvtp 
toenbig, nm biSfrete ©rft^en auf jletige anjutoenben , unb 
]o entfianb bie aKet:&obe beS Unti^eittaren v unb bie Sßt^ 
traii^tung be8 Unenbli(]^fleinen^ 

. 8ei6ni| unb QieiDton trennten ju gleid^er 3eit ben fo 
erweiterten ÄalfuI i)pn ber- 9lnh)enbu«g, ol^ne fi(^ flar 
i^rer ©rfinbung 6etou§t ju werben; flritten fl^ bod^ il^re 
3(ni^dnger einerfeitg um bie ^Priorität, anbrerfeitS barum, 
06 Beibe ®rfinbungen etnjaS SSerfiö^iebeneS fe^en ober ni^t^ 

J)ie na(^foIgenben 3Äat^ematifer hjaren nun ftemü^t, 
baS Unenbliii^fleine anS ber 9lnal^fi8 ju ijerftannen, unb 
fonnten biefeg nid^t anberS aU baburt^, ba^ fle baS 2)if'^ 
ferentfal einer jeben fjunction aU Süutt ftetra^teten, \ov^ 
bur^ baSfette aö fettjlfldnbige« DBjeft lieber ijerft^toanb, 
unb nur mel^r ber 35ifferentiaIquotient aU eine anal^tif^e 
3cif)l, als ber ftefonbere Sert^ beS unftejHmmten ^ni^ 
brutfeS % für jjebe ftefonbere f^unction erfci^ien- 
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®rfl Sag ränge jetgte, ba§ baS 35tffetential einer 
Function feltji eine genjtffe gunctton fe^ , unb tn fo ferne 
jene ein Dfcjeft ftejeid^net, anify biefe ein foI^eS barfiette/ 
iDoburii^ nid^t BIo§ ber neue ÄalfuI ju einer feI6fi|idn^ 
bigen Siffenfd^aft er^often, fonbem auci^ feine Slntoenbung 
in flareS Si(^t gefiefft tourbe. J)effen ungeaci^tet l^at bie 
neue Se^re Bei ben SKatl^ematifem toenig Slnfiang gefun«* 
ben, toaS offenbar nur in ber ^orm ber 35arfieKung i)on 
Sagrange unb ben nötl^igen ^ilfgmitteln gu fu^en ifi^ 

(gg fel^Ite ndmti(^ no^ immer ber ^Begriff beS neuen 
8e^rgeBaube8 unb fein 3«fammen|ang mit ber 3lnal^fi8, 
bie jefet bie ^Benennung ber niebern 9lnal^ft8 erhielt, unb 
belegen ^at f>iif)tx bie @renjmet^obe nvify immer ben 
Sßorjug U^anpttt 

SRein JBefire^en foar nun, ben ^Begriff ber ^ö^em 
SCnolt^fig fefijufieffen, unb i:^re Se:^ren auf ben natürli^en 
©ntoicEIungSgang ol^ne SSeil^üIfe ber ©lei^ungen unb 6e^ 
fonberer Se^rfd^e jurütf jufü^ren* 

2)a§ ba8 (Seiingen biefeg ©tremens öon einem unenb«* 
lid^en toiffenfö^aftli^en 2Bertl^e ijl, unterliegt feinem 3»eifel, 
in toie ferne mir aBer bie Söfung biefer Slufgafte gelungen 
x% mfigen ©a^öerjldnbige mit 3fia(^ft(i^t fteurti^eilen* 

aJHin^en, im Januar 1855. 

Dr. 9le(^t 
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3)ie 3a^I, ber 8Iu6btu(f einer befiimmten 3»enge einet Sfn«» 
fielt, fjai imi (Slgenfd^aften, nämlidb: bie gaiigfeit her »erme^rung 
uni) ffiermmberung. 

2)fe erfiere bfefer befben Sigenfd^aften gibt bie burd^ S3er^ 
me^rung jufammengefeftte 3a^I ober bie ©umme, »ä^renb \>k 
anbete Me 3)ifferenj ober bie butd^ aSermJnberung jufammenflefeftte 
3a^l gibt, tt)orau« bie negatii?e Otope afö bie etfte formelle Sal^I 
]^ert)otge]^t. 

Sine formeUe 3^1)' tP eine 3<'i^I/ bie butc^ eine anbete teetle 
t)on bet natütlid^en 3<t]^leneinl^eit gebilbete etfe^t tt)etben fann. ®o 
fann j. 93. — d etfe^t tt)etben burd^ d, ba^et ift — d eine fot* 
mette ^aijl unb i^te Sin^eit iji SWinu^einö, wäf^enb bie @inl)eit 
il)tet ©jjbftitution^jaW Sinö, bie Sin^eit bet naturiid^en 3^^!^« 
ift. Dutd^ ben Oebtaud^ bet negotit^en 3^^l Q^¥ W^ 2)iffetenj 
in eine ©umme übet, unb toit fonnen bälget biefe ate bie etjie unb 
bie negatitje 3^1)1 aW bie jn^eite jufammengefe^te ßaijl bettad^ten. 

3)ie btitte jufammengefeftte 3äW tft ba« ^ßtobuct, ba« au6 
bet abbition üon gleid^en ^o!f)Un obet au6 bet fottgefeftten Slbbitton 
einet unb betfelben 3öl>l entftel)t, unb babet eine Summe t)on 
gleichen ©liebetn in abgefütjtet gotm i|i. 

Die »iette jufammengefeftte ^al)l gel^t aud bet ©ubttaction 
»on gleidben ^o^en obet an^ bet fottgefeftten ©ubttaction einet 
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uni) bcrfelbcn ^a\)l l^ctt)or. !Da Die gotberung bejügKc^ bfefer 
3al)l eine jtt^eifaci^e {ft, tnbem man enttpeber bie üRenge ber ©ub^ 
ttactionen ober ben SQSert^ bet @ubtraction6jal^l fuc^t, fo entflel^en 
jheng genommen au6 ber ©ubtraction t)on gWd^en ^af)lm jtt^ei 
jufammengefe^te ßaf)Un, bie aber wiegen einer Sigenfc^afl be6 
^robuctee, »omad^ man ®runbjal^( unb Soeffirient t)ertt>ec^fe(n 
barf, in eine einjige, nämlid^ in ben S3rucl& al6 t)ierte jufammenge^ 
fefcte 2a^ ft(^ vereinigen. 2)er ©rud^ ifl bie jtt^eite formelle 3a^l, 
unb fann erfeftt werben burd^ feinen 34^1^ ^'^^ k«^<^ ^n 'SRnU 
tiplum feine« 34]^ler« mit SBerinberung bejfen (Sin^eit 2)ie Sin* 
^eit be6 S3ru(^e« tfi ein Sl^eil ber Sin^eit ber natürlid^ 3Äl&len. 
Sticht nur bie ©ubtraction »on gteid^en 3^lm, ^onitm fd^on bie 
©ubtraction im 3lltgemeinen fü^rt nur beftt)egen auf eine einjige 
gufammengefe^te 3^1^!/ tt)eil bie ©lieber einer ©umme jugleid^ beren 
3;^ei(e jinb, bal^er tjerwed^felt tt)erben bürfen. 

2)ie fünfte jufammengefeftte 3^^ ^^^ ^Jotenj, ift ein ^ßrobuct 
au« lauter gleid^en gaftorn in abgefürjter gorm. 

©egenüber ber $otenj, bie auö ber tt)ieber^olten SWulti^lica* 
tion mit einer unb berfelben ^a^ entftel)t, fte^t bie gorberung ber 
!Di»ifton »on gleid^en 3^'^!^^, ober ber fortgefeftten 2)it)igon mit 
einer unb berfelben ^affi, unb biefe ifl tpieber eine iopptlte, je 
nad^bem man ben SEBertl^ ber @ubtraction6ja^l, bie äßurjel ge^ 
nannt »irb, ober bie STOenge ber ©ubtractionen, bie toix ßr^onem 
ten^a^l l^eif en »oHen, t)erlangt ifi, woburd^ bie fed^ötc unb ftebente 
jufammengejeftte 3# entfielet. 

äußer biefen ^eben jufammengefe^ten SoH^Un, bie eine notl^^ 
»enbige aber aud^ jugleid^ bie ganje golge ber beiben Sigenfd^aften 
ber 3öJ^l fWb, gibt e6 feine mel^r; fte bilben ba^er bad ganje 
Dbjeft ber 5ltial#^. 
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2)ic Slufgabe ber Slnali^fl^ fann nun feine anbete fe^n, aü 
bie (Sfflenfc^aften biefet fteben Functionen — ber t«]&nifd^e 5Cudbru(f 
für jufammengefe^te 3a^I — ju unterfud^en. Sie f)at bemnad^ 
j. 95. beim ^robucte ju unterfud^en: 

1) 2)ie Sntjiel^ung, unb bamit bie nSt^ige Sejeid^nung unb 
SBenennung einjufül^ren ; j. 9. 

a'+ a + a = 3a; 

2) bie Sebeutung, xt>oinx(t) ba6 ?Probuct tt)ieber auf eine 
©umme juröcfgefül^rt tt)irb} j. 93. 

5a = a + a4-a + a + a; 

3) bie Sigenfd^aften bed ^Jtobucte« in fo ferne baöfelbe 
aKein betrad^tet tt)irb, unb bie fxä) auf ben ©aft rebujiren, baf 
man in einem 5ßrobucte ©runbjal^I unb (So^fficient »ertaufd^eri 
b. i), ü)xt Sinljeiten »erttjed^fefn barf; j* 95. 

ab = ba; 3.4fl. = 4.3fl[.; 

4) bie Sintl^eilung ber 5ßrobucte i^rer ^orm nac^ in einfädle 

unb jufammengefeftte, tt)oburd^ alte moglid^en ^ufammengefeftten 

^ßrobucte fxä) ergeben, nämlid^: 

l)a(b + c) 
2) a(~b) 
3)(a + b)(c+.d) 
4)(— a)(^b); 

5) bie Sigenfd^aften ber jufammengefeftten ^robui:te, n>ornad^ 
biefe in Summen »on einfad^en ^robucten übergeben; nämlid^: 

1) a(b-j- c) = ab + ac 

2) af— b) = — ab 

3) (a + b) (c + d) = ac + ad + bc + bd 

4) (-a) (-b) = ab; 

6) bie Sigenfd^aflen ber 5ßrobucte in il^ren SSerbinbungen 
ober ben ©ebroud^ berfelben fn ben »erfd^ebenen O»)erationen. 
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Daju jerfaHen bte ?ßrobucte in folflcnbe Älaffen: 

1) ab unb cd 

2) ab „ ac 

3) ab ,, ab. 

2)ie SBcrbinbungen felbji ftnb: 
i) a b4- cd feine SBer&nbctung 
2) a b -f a c = a (b + c) 

Iab + ab = a(b + b) = a(2b) 
ab + ab = b(a + a) = b(2a) 
ab + ab = 2(ab) 

4) ab — cd feine SSer&nberung 

5) ab — ac = a (b — c) 

!ab — ab == a(b — b) =: a. 
ab — ab = b(a — a) = b 
ab — ab = 

7) (ab) (cd) = abcd 

8) (ab) (ac) = aabc 

9) (ab) (ab) = aabb. 

Obige fed^ö fragen f)at nun bie Slnal^ft« für ffimmtUd^e 
jteben f^unctionen ju beanttt)orten, unb in ber S3eanttt)ortung üon 
biefen jtpeiunbüierjig f^ragen befielet bie ganje Slufgabe ber niebem 
anal^ft«. 

S&mmtlicl^e Probleme ber niebern äfnal^ftd ftnb a\x6) bireft 
gelöst mit Sluönal^ime ber SBebeutung ber SBurjel ober be6 S33ert^e6 
ber 2)i»ifton6ja^l bei tt)ieberl^olter Diüijton, unb fefunb&r bed 
SBert{)e6 ber Srponentenjal)! , njofür tt)ir biö^er nur inbirefte 
Sofungen fennen. @o j. 95. bebeutet 

8 

biejenige Sal^I, mit ber (tdb fS«f breimal bit>ibiren Wft 
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eine 2af)l finbet {^te ^ebeutung fn ber STOenge i^rer Sfn^ 
f)tit*^ ha aber We (Sinliett ber Srrationaljal^I, xoa^ Me SaSurjeln 
im Slllgemeinen jlnb, ein unenblid^ Heiner Xijtil »on ©in« tji, 
b. f). bie Srrationaljal^len burd^aud nid^t al6 aJiengen üon ®in6 
ober einem 2;i^eile üon (Sin6 betrachtet tt)erben fßnnen, unb toir 
nid^t im ©tanbe ftnb, mit einer unenblid^ Ileinen (Sinl^eit ju jdl^Ien, 
fo tt)irb für bie Ermittlung ber Sebeutung ber SEJurjel immer nur 
ein inbirefte^ auf eine Sigenfd^aft biefer ßaf)l gegrünbeteö aSer^ 
fal^ren mogli^ fe^n, woburc^ ber SOSertl^ ann5t)ernb beftimmt wirb, 

Slu6 ber Unmßglic^feit ber 86fung biefer Slufgabe, um mid^ 
fo audaubrüden, folgt, baf aud^ bie ^rage na^ ber 5!Renge ber 
SDiüiftonen bei fortgefeftter 2)i»ifion mit einer unb berfelben ^a^ 
ober bie Ermittlung ber SBebeutung ber ©rponentenjaf)! nur eine 
inbirelte Sofung finben fann. @o j. S. foU 

Exp 5 
3 

Reifen: SHJie oft läft M fönf i>urd^ brei biüibiren. 

SaSir tt>$IIen nun ftatt »eiterer Srildrung biefe gorberung 
tt>lrfli(^ burd^ffi^ren, unb bae JRefuItaf burd^ bie Einheiten : 

if i, if tSr u- f. »• 
au6brfidEen. 

2)aau ifi nun : 

1) VJ = i.732051 

2) VT = 1.316074 

8 

3) V3 = 1.147203 

16 

4) V3 = 1.071076 

5) V3 = 1.034929 



Digitized by VjOOQIC 



6) Vä" = 1.017315 




7) V3 = 1.008620 




8) VT = 1.004301 




'ölJ 

9) VT =: 1.002148 




1024 

10) VT = 1.001074 




Sla^bem nun obige 53rü(^e al« 3;^eöfaftotn ber ^afji ^tti 


^etgejieat jtnb, ge^en wir an ble »itfHd^en 2)i»ff!onen, unb 


etl^olten: 






1) 3.000000 


5.000000 


= 1.666667 


2) 1.732051 


1.666667 


= 0.000000 


3) 1.316074 


1.666667 


= 1.266394 


4) 1.147203 


1.266394 


= 1.103897 


5) 1.071076 


1 1,103897 


i = 1.030643 


6) 1.034929 


1.030643 


= 0.000000 


7) 1.017315 


1.030643 


= 1.013101 


8) 1.008620 


1.013101 


= 1.004444 


9) 1.004301 


1.004444 


= 1.000143 


10) 1.002148 


1.000143 


= 0.000000 


11) 1.001074 


1.000143 


= 0.000000 


12) 1.000537 


1.000143 


= 0.000000 


13) 1.000268 


1.000143 


= 0.000000 


14) 1.000134 


1.000143 


= 1.000009 


ba^er iji: 




. 
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1 


= 1 


i 


= 0.25 


i 


= 0.125 


tV 


= 0.0625 


Ä 


= 0.015625 


tH 


= 000r812 


Tif 


= 0.003906 


n^i 


= 0.000122 




1.465 


'?''5 = 


= 1.465 ober, wenn 



3- = 5, fo f|i 

X = 1.465 

• SufäUfg jbib in Mefem SSeifricle We einjelnen 2)i»{flonen nur 
(Sinmal ot)e): SHuamoI nidgl{($; iebcaiSftm wir txi^et noc^ fo(« 
gmbe« Seifpiel: 

3^ = 20.51556, fo iji 

1) 3.00000 I 20.51556 | = 6.83852 

2) 3.00000 I 6.83852 | = 2.27951 

3) 1.73205 I 2.27951 | = 1.31607 

4) 1.31607 I 1.31607 | = 1.00000 

X = 2 + i-f J = 2.75 = 2|. 

3^ bie ^ebeutung einet @x)>onentenja^l in ben Sin^eiten 

Tür TUlSf TWff 

«erlangt, fo müfte man 

10 100 1000 

V3, V3, V3 u. [• tt>. 
^crfleHen, tt)ofür i(S) eine ganj einfache Dj)eration, bie lif bei einet 
anbem ®e(egen^eit mtttl^eflen tt>erbe; gefunben \)aht, unb mit biefen 
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Äefultaten btefbiren. Seichter »drc bad SBerfafiren in einem an^ 
bem j. 8. kern Siuobejimalaal^lenf^fleme. 

2)a jtd^ gemdp ber SSebeütung eine^ Sruc^ed, wornac^ er 
anjeigt; wie oft j!d^ ber Slenner ober JCl^eile beöfelben »om 3d^Ier 
abjie^ ia^m, jeber Srud^ in ^artiaftrüd^e üon beliebigen Sin* 
Reiten jerlegen Idft, fo I5|t jtd& jebe SEBurjel a\x^ auf jebe «nbere 
j. S. bie £luabrattt)urjel jurflrf füf^ren ; namlid^: 

ba i = « + i + t + tV fo ifij. 35. 

SBir feigen bal^er, baf bie Sebeutung ober ber Sßertf) einer 
Grponentenjal^l nid^t gefunben tt)irb ol)ne ju^or ben SBSert^ ber 
einen ober anbem SOBurjel, bie bie SBal^I ber Sinl^eiten befiimmt, 
ju lennen. 

2)ie Srponentenjal)! gemattet nun eine ganj anbere ©eflnition 
ber ßai)len auf er ber obigen, tt)omad^ jebe 3# «ne befiimmte 
SDlenge einer Sinl)eit iji; gemdf biefer 2ai)l ift ndmlid^ jebe ^al^l 
ein 5ßrobuct aud lauter ßmia ober !I)reier u. f. tt). unb bie 
(gr^)onenten erhalten je^t ben 5Ramen Sogarit^men. gür ben ^xah 
tifd^en Oebraud^ betrad^tet man gen)6]()nlic^ aCe S^'^ljUn ate 5Po^ 
tenjen öon 3^^"/ i^nb ifi j. S, 

10^ = 3 
fo ^eipt biefeö nid^t^ anbereö, al6 : 2)rei iji ein 5ßrobuct aud lauter 
Seltner, unb man fielet leidet ein, baf 

X ober log 3 
nadb Obigem gefunben »erben fann, inbem man nur ju fud^en 
brandet, wie oft fid^ 

3 burd^ 10 
bit)tbfren Idft. 

@^ iji nämlid^; 
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10^^ = 1.25883 

10^ = 1.02329 

10TT?cnr = 1.00231 

S)fe Dtoifhmen fett^ geben nun folgende SRefultate: 

10 I 3 I = 



1.25893 


3.00000 


— 


2.38298 


1.25893 


2.38298 


rr: 


1.89287 


1.25893 


1.89287 


=: 


1.50356 


1.25893 


1.50356 


= 


1.19432 


1.02329 


1.19432 


— 


1.16715 


1.02329 


1.16715 


= 


1.14059 


1.02329 


1.14059 


= 


1.11464 


1.02329 


1.11464 


= 


1.09026 


1.02329 


1.09026 


= 


1.06545 


1.02329 


1.06545 


= 


1.04121 


1.02329 


1.04121 


= 


1.01752 


1.00231 


1.01752 


— 


1.01518 


1.00231 


1.01518 


= 


1.01384 


1.00231 


1.01384 


= 


1.01151 


1.00231 


1.01151 


= 


1.00918 


1.00231 


1.00918 


= 


1.00686 


1.00231 


1.00686 


= 


1.00455 


1.00231 


1.00455 


= 


1.00123 



0.4 



0.07 



0.007 
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ba^er ift 

log 3 = 0.477. 

3)ie 3a^l 10 aW ©afid bcd gogarft^menf^flemed bietet »egen 
i^red Sufammen^aaged mft bem ßal^Ienf^fteme für Die Sered^nung 
ber Sogatitl^men no(^ eine anbete Setra(!^tung«tt)eife bar. 

e« ifl nÄmlic^ 

stimmt man nun gemd^ ber Sebeutung eine« Srud^e« 

lOOOOOO'ö 

aW Sinl^eit an, fo ifl 

£047712t3 ^^ 310000000 

35a aber jebe 2)it)ifton mit 10 ben 2)iöibenb um ©ne 3iffet^ 
fteöe üerminbert, fo iji au« Dbigem erfid^tlid^, baf 
310000000 

mit 4771214 ^i^ec^Ueti gefd^rieben »irbj wenn man ba^er um^ 
gelehrt »eif, mit wie "cid SifferiieOen 
310000000 

gefd&rieben wirb, fo gibt biefe 3a\)l ben 

log 3 
auf fteben 2)ejimaljienen. 

Um nun j. 8. bie Sogaritl^men ber fflnfjiffrigen ^af)Un auf 
fieben ^Dejimalen ju bered^nen, l^at man nur ju fuc^en, au« wie 
»iel Siffetfteöen bie je^nmiaionfte 5ßoten| biefer 3a^len befielt. 
mu man 3. 9. 

log 39811 
auf (Sine 2)e3ima(Me frnben, fo ifi biefer bie SRenge ber difer^ 
Men »on 39811^<>; biefe iji »on 3^o^io4o ::^ 46^ j^^^er 
log 39811 = 4.6. 
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3c^ tiobt übet iit aufgäbe: Die üÄenge bet 3(fferfle0eii eteer 
$Dteni irgenb einet 2a})l tu finben, etfo(gte{(^e Untetfui^ungen 
angefient, unb behalte bie 9Rittl^etlung betfelben einet anbem ®e^ 
legenl^eit öot. 

aiuf ben etjien ©lief nun fdj^eint mit bet göfung bet etwä^n- 
ten jn)eiunbt)ietjig gtagen, öon benen bei bet Summe unb bet 
negativen ^af^l übetbief nod^ mel^tete in ®ne jufammenfaHen bie 
gefammte Slnal#« etfd^S^ft ju fe^n, inbem jebe« einjelne Dbjeft 
bem ganjen Umfange m^ bettad^tet iji, b. ^. inbem Segtiff unb 
eigenfd&aften aUet jufammengefe^ten 3«^!«^ entoidelt jtnb, ed iji 
ballet n\ä)t abjufel^en, toie eine fiol^ete Slnal^ftd b. 1^. eine weitete 
gottfe$ung bet Sbtalii^fi« möglidj^ fe^n foKte. 

IBettad(^tet man inbef bie @igenfd^afien mel^tetet JDbjefte, fo 
wetben biefelben immet fpejieHe unb allgemeine fe^n, unb ba in bet 
niebetn ^Inal^ftd nut bie befonbetn Sigenfd^aften bet jufammengefeft^ 
ten Sa^m bettadj^tet tomim, fo ifl nodb bie Settad^tung bet aU^' 
gemeinen Sigenfc^aflen bet Functionen übtlg, unb batin befielt bie 
aufgäbe bet l)ö^etn »nal^ft«, tod^tenb bad Objclt ba«felbe wie 
bad bet niebetn anal^jl« ift. 

3ut näl^etn ©egtünbung bet aufgäbe bet ^öl^etn anal^jid 
wollen M^ix nun bie JRefuItate bet niebetn analJs^jld einet genauen 
3)utc^jtc^t wütbigen. 

©d^on au« bem Obigen gel^t l^et^ot, baf bie @umme bie »ot*» 
nel^mjie ^a^ bet anal^fid i^, inbem aOe anbetn 3^^!^ ^<>^ ^^^ 
abflammen. 

Sc^teiben wit nun j« S3« bie Summe 
a + b 
Äuf folgenbe att: 

c( + Ib + Ob* + Ob» .... 
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fo nennen wlx biefe Summe eine geordnete Summe unb b bie 
Drbnungdja^I. 2){e allgemeine ^orm bet geDtbneten Summe mit 
bet Drbnung«jal^l 

X 

iji ba^er;: 

A + Bx + Cx« + Dx3 

unb tt)ir t)erjie^en unter bem Segrtffe ber georbneten Summe bie^ 
jenige Summe, beten (Stiebet nad) ben ^ßotenjen einet unb betfeU 
*en ^aljl, bie man bie Dtbnung^ja^l nennt, fottfc^teiten. 

3ebe fd^e Summe, bie eben fo gut au« einem einjigen 
® liebe al6 au« imenblidji fielen Oliebetn bejiel)en farat, nennen 
toxi eine 9lei^e. 

3)ie unmittelbare golge biefe« ©egtiffe« iji, baf jebe 5Potenj bet 
Dtbnung«ja]^I nut in einem einjigen ®Iiebe bet 3lei^et)otfommt, unb 
bie (Soefftcienten biefet 5ßotenjen bie Dtbnung«jaf)l nid^t entl^alten, 
b. Ij. »on bem SBett^e bet Dtbnungöjal^I unabl^dngig ftnb. 

Settad^ten tt)it nun beifpielweife folgenbe ^Probleme bet nie^ 
betn SlnalJs^ft«: 

1) (a + bx + ex«) (d + ex + fx* + gx») = . 



2) 



= ad + ae 
bd 



= A + Bx + Cx* + Dx3 + 
a + J>x + ex* .... 



x+af 


x« + ag 


x3+bg 


be 


bf 


cf 


cd 


ce 





X* +cgx* 



d + ex + f x« 
a , bd~ ae 



cd* — adf — bde + ae* 



d ' d* *' 

=z A + Bx + Cx* -f Dx' 



d3 
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3) (a + bx + ex« -f dx» )" = 



=: a"-(-na'~'bx-|-na""*c 



n(n-l)„. 



1.2 



a--«b* 



x* + na*-'d 

n(n — l)a""*bc 

"("-l)(n— 2) a..-3b3 
1. 2. 3 



= A + Bx + Cx* + Dx» 

4) log (1 + X) = X - i X* -f- Jx» - ix4 

vootnaä) taiü) tvitt): 

log (a + bx + ex« . . . . ) = A + Bx 4- Cx« . . . 



5) a' 



l + ^x + ^^"x« + 



log* a 

TT 



log3 a 
17273 



A + Bx + Cx* + Dx3 



smx 



X — 



6) 



1. 2. 3 ^ 1. 2. 3. 4. 5 



cos X 1= 1 — 



1. 2 ^ 1. 2. 3. 4 

= A + Bx + Cx2 + Dx» . . . . 

7) X = tgx-itg3x + ^tgfix 

= A + Bx + Cx« + Dx3 . . _ 

fo ift baburd^ ber ©a^ geted^tfertigt, baf aöe Functionen ftd^ 
umtt)anbeln laffen in ©ummcn gcorbnet nad^ bcn 5ßotenjen einer 
in ber Function üorfommenben 3^^^ ot^w ^iner S^f)l, bte )Don 
einer fold^en abl^angig ift; unb barin bejitel)t bie erfie unb jugleic^ 
bte »orjüglid^fte allgemeine Sigenfc^aft aller jufammengefeftten3Ä^I«t. 
Setrad^ten wir nun bie georbnete ©umme gleic^fam aW eine 
neue gufammengefe^te 3<i^l/ ob^^ <^I^ We allgemeinjie 3^1)1/ fo 
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erhalten tolt iamit bad JDbjeft itt ^ö^etn Slnal^fl«, imb ed ifi 
bemnad^ bie isoliere SlnalJs^ji« bfc SBiffenfdj^aft »on ben aUgemefnen 
(Sigenfd^aften bcr jufammengefe^tcn ^afjUn, ober an6) bfeaBiffem 
fd&afl »on ben (Sigenfc^aflett bcr aUgemefnen 3#- 

g^e tt)ir nun an bJe Scgrünbung ber l)6]^em 3InaIi?jiÄ gelten, 
wollen toix t^eü« um unferer ©d^rift bie notl^ige SJoUjidnbfgfeit 
ju geben, t^eil« toeil mel^rere ber obigen ^Probleme fn ben gewö^n*^ 
Hd^en gel^rbüd^em ber nfebern Slnal^ji* n{d^t abge^anbelt jinb, »on 
ben oben angefül^rten fteben Aufgaben bfe fünf lefttetn einer befon^ 
bem 5Betrad^tung unterftetten, j[ebod(^ in ber Jlrt, ia$ tok ben 
binomifd^en 8el)rfa0 

(a + br = a* +na--*b + ^^i5LzJ^a--«b« + 

n(n~l) (n-2) 3 
^ 1. 2, 3 D . . . . 

»oraudfe^en. 

ad 3) (a + bx + cx^ 4-dx3....)» = 

= [a + (bx + cx2 -f. dx3 )]« = 

= a" + na»~^ (bx + ex« + dx^ ) -f 

n(n--l) 



+ 



1.2 



a--« (bx + ex«....)« -|- 



+ "^"TVo"^^^a-3(bx + CX«+dx3./)3..::. 



1. 2.3 



= a» + na"-»b 



x-f-na"~^c 



1.2 



x« + na»-^d 

n(n — l)a"~*bc 
n(n — l)(n-~2) 



1. 2.3 



gii-3b3 



= A + Bx + Cx* + Dxa 
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* 



ad 4) a* = y; x = logy ober 

(1 + a — D' — (1 + y— 1) 

(1 + a-l)" = (1 + y — 1)" 
»0 n eine beliebige 3a^I iji. Hu« Obiflcm ge^t na(!^ bem bino 
mif4)en Se^a^e ^eröot: 

l + nx(a-l) + "-^i^^(a-l)* + 
nx (nx- 1) (nx— 2) . .3 

+ TXä ^"~*^ 

= i + n(y-i) + "-^(y-i)* + 

^Mn-lHn-2)(y_^^3 

Dber: 

x(a-l) + ^^^^^^a-l)* + 

= (y-i) + ^(y-ir-+ 

Dber ba bie ©lieber mit n oi^ne ©nfliuf finb, fld^ bolzet auf bei* 
ben Seiten aufgeben: 

x(a — 1) — ix(a-l)« + ix(a-l)-'» . . . . =t 

= (y-i)-i(y-l)» -f i(y-l)'' .... 

xÄ=: (y-1) - Hy-D" + i(y-i)' 

ba'^er 

xbet logy = i-(y_l)-i(y-l)« + j(y_l)3.. «nb 

A= (a-1) - l(a-l)« + J(a — D« .... 
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@e^ mon nun füt y ben 9uMtu(f (1 -f-Z), fo {ft 
Iog(l + Z) = 4(Z-iZ*+iZ3-JZ4 .... 



), 



wo -^ dne beHeWge 3at)l {|i, »on b« ©aji« M ©tj^enit« ab^^ 
l^dngt, unt) bet aWobuI be«felben ^efpt. 

@eftt man -^ = 1, fo ^ef^en Die Sogatft^men We natöt» 
Hd^en, unb e« ift 

log(l + x) = x-ix*+^x3-jx4 . . . . unb 
A = log a. *) 

(Sbenfo fji 

Iog(a + bx+cx« ) = log(l + -x + -x*....)a 



= loga + (^x + -^x*....)_|(^x + |x«....)* ... 



1 1 1* 1 <5 


'■+4 


X» . 




= loga + _x + - 




*a* 


bc 
a* 






= A + Bx + Cx« 


+ Dx» 




ad 5) a' = y 






(1 + a- 


-1)" = (1 


+.y- 


D" 



*) mit tüoUtn unter log immtt ble nat&tii^m »ogoittl^men öer^e^en, 
bmn S3aj!« »ir mit e Bei<id&nfn. 
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(1 + n(a-l) + l(i:ill(a-l)« ..,...)' = Y" 



(1 4- An + Bn* + Cn3 )" = y 

1 + ^ (An + Bn* + Cn» . .) + ^^-^-y-^ (An + Bn* . .)* = y 

i+x(A + Bn + Cn*..)4-'^^f^(A-hBn+Cn«..)*=y 

unb ba bie Olicbet mit n o^ne ©inpuf fmb, ba^er aud^ 

n = 
gefegt »erben fann, fo iji 

, A«x« , A3x3 



ober, ba y = a^ «nb A = (a — 1) — K« — 1)* + • •■ 

. , A , A* , , A' . 



1 ' 1.2 ' 1.2.3 • 

»0 

A = loga ober (a — 1) — H« — 1)* • • 
Gebeutet, ba^er 



. , log a , log* a . , logä a 

= A + Bx + Cx» + Dx» . . . . ♦) 



x' 
3 



aBtr woOen fold^c ^otenjen, in benen bie »erlangte Orb* 
mmgSja^I im (Srponenten Pe^t, Sr))onentialfimctionen n^nen. 



*) !Dief( Mim ^toilmt fini aut t>(n S^rifttn o»n £agtangc. 

2 
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ad 6) Seber 3«f)I entfrrcd^en jwei ^oif)lm, öon benen bie 
€umme ber Duabrate gleid^ Sin6 ijl; biefc beiben 3^1)1^" aW 
Functionen it)rer ©tammjal^l n)otten vok ben Sinuö unb ben 
ßofmuö biefer 3^¥ l)eifen, unb jtvar tt)Dllen itir biejenige {^unc^ 
tion, bie mit ber ®runbjal)I fteigt unb fSttt, i^ren ©inuö, bie 
anbete i^ren Sofmuö nennen, fo'baf, n)enn jene Function gleid^ 
ift 9?ua Ifür bie Orunbjal)! Siuff, biefe gleid^ Sin^ n)irb. 

!Die Function „®inuö bitjibirt burd^ Softnuö" n)oOen wir 
3:angente ber ©runbjaf)! nennen, n^a^renb biefe Functionen über^ 
l)aupt SWobuIar^ Functionen l^ei^en [otten. Sei befonberer SBejiel^* 
ung jum Äreiö f)eipen jle ,Ärei^functionen. 

2)a nun mäj unferm Segriffe 

cosx* + sinx^ = 1 ba^er 

(cos X + V— 1 sin x) (cos x — V— 1 sin x) = 9™ y - "* 

fo l^aben tt)ir einen 9lu6bru(f, in n^elc^em jwei beliebige 3#^w 
fielen; nel^men ttJir bafjer an: 



1) m = X y—i, unb 








2) ^ 


cosx + V— 1 sinx = 
cosx — V— 1 sinx = 




1 




fo tji 9 eine reelle unb conjtante ^al)l, beren SBertfi fic^ auf fol 


genbe 8lrt 


ergibt: 








cosx 


"~ 2 

. 1 '^«> , 


r4 


lOCT^J) 

1. 2 


x« + 



1. 2. 3. 4 
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2K- 1 1 



l0g3y logSy 

1.2.3 "^1.2. 3. 4. 5 ^ ; • • 



2)a nun für einen geipiffen Saäertl^ »on x namlid^ für einen un* 
enWfdb Reinen 

sin X == X unb 

cos X = l 

n^erben mup, fo muß 

• log 5> = 1 

o = e ober 

ber SBcifid ber natürlid^en Sogarit^men gleich fe^n, unb eö ijl 

cos X = ^ 'x 



sin X rir. 



2F:=r 



cos X •.=: 1 



1.2 ' 1. 2. 3. 4 1. 2. 3. 4. 5. 6 



sin X =: X 



1. 2. 3 ' 1. 2. 3. 4 5 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7 

= A 4- Bx + Cx« + Dx» . . . . 

2* 
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ad 7) 9lni obigen SfudtrMen folgt: 



g 3 

S CO 



S 

9- 

ST 

Oft 

g 






« g 



s 



i 



f 

t 



+ 



X 



CO 









S ^ 

s # 

CO f^ 

3 S 

f f 



+ ^ 



w ^ 



a 
S 
H 



CO s 



a ^ §■ 



rr 
3 



1^ f^ ^ 



S 
3 

ST 



? § 

'^ § 

CO o 

f Ö3 

-er 

^ g 

s" » 



3 



«5 
X 



flD 



X 



2 ^ 

i- I! 









3 
:3 
X 

II f 

ST «^ 

C2> 



X 

+ 



+ 



Z aq 



OQ 
X 



^ sJ- 



c: 

3 



II II 



n 

^ 



o 



O 

o 

CA 



+ I + 



o 
«5 



o 



X 

+ 









9 
X 



+ 



J^ 1! 



+ I + 



crq oq 
X X 



. o 

«5 



+ 

I 



o 



!t)a man für bie Drbnungdja^I irgenb eine Summe ober 
ein ^robuft ober eine 5Potenj t)on einer neuen Drbnungdjaf^I, bereu 
Slbl^dnfligfeit »on ber urfprunglicl^en burd^ ein ®Iieb, ober einen 
(Soefficienten ober einen Sr))onenten benimmt ijl, fe^en faun, fo 
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9cf)t jcbc anbete benfbare JJotm einer georbnet'en ©umme in obige 
übet, tt)e|in>eflen biefe ba6 Stitetfum bet ^tffgemein^eit f)at 

^nxci) biefe 9tunbf(^au im ®eblete bet niebetn 8fnal^ft6 ^ben 
ttjit bie 2lufgabe obet wenn wit wollen Dbjeft unb Slufgabe mit* 
J)in ben öoHfiÄnbigen 93egtiff bet I^J^etn änal^fid gewonnen. 

gclgeted^t wütbe nun, nad^bem bad Dbjeft bet ^ol^etn Slna* 
f^ft^ entjianben ift, bie etjie Slufgabe batin befleißen, bie Sebeutung 
einet geotbneten ©umme ju entwicfeln, weld^e Slufgabe untet bem 
3;itel bet Summitung bet Steigen belannt ijl. 

60 fd^Ä^bate Slrbeiten wit auc^ über biefe Slufgabe beftften, 
unb fo umfangreich bie Sittetatut in biefet SSejiel^ung ifl, fo fönnen 
tt)it boc^ biefelbe atö üoCIommen ungeloW bettad^ten, unb ti 
bütfte nod^ lange bauetn ixt ein SRefotmatot Sid^t in biefe« 
weite Dunfel btingt. 

5Kit biefet Slufgabe fallen abet aud^ fajl aOe übtigen Untet* 
fuc^ungen bet geotbneten Summe weg, ober »erlieren [x^ in 
@<>eaialitdten. 

Um nun Dbjeft unb Slufgabe be^jenigen Si^eile« ber l^ol^em 
Slnal^ftJ JU entwicfeln, ben man unter ben Senennungen 2)iffeten* 
tial* unb 3ntegtal*9led^nung begteift, l)aben wit juetji ben 93e* 
gtiff bet fogenannten neuen Function ju entwidteln. 

©e^t man in einet Function an bie ©teile bet jut Otbnung«* 
jal^l beistimmten 3#/ We wit jeftt bie 9Satiable bet Function 
nennen wollen, eine ©umme, befiel^enb ant bet Satiabeln unb 
einet beliebigen anbetn 3^^!/ bie wit ben ^utt>a(i)i bet SJatia* 
beln l^eißen, fo etl^dlt man bie neue Function, ber gegenüber bie 
anfangt gegebene Function bie <)rimitiöe genannt wirb. 

I)fe neue Function ijl genau biefelbe wie bie t)rimitir^e unb 
nur bem SBertl^e nad^ ba»on »erfd^ieben. 
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aOBcnben n)tr nun bic attflemeine Sfgenfd&afi fcer aufammengc:» 
festen ^afjkn auf bie neue gunction an, fo erhalten toix folgen^ 
ken Saft: 

Sebe neue 55unction l&^t ftd^ in eine ©umme georbnet nad^ 
ben 5ßotenjen be« 3utt)ac^fe« umwanbeln. 

Sejefd^nen n){r bie ^rfmittee Function mit f (x), n)obei x bie 
aSartable bebeutet, unb ben 3wtt)a(1^6 ber aSarfabeln mit h, fo ifl 
bie neue Function: f(x + h), unb tt)ir erl^alten: 

f(x4-h) = A + Bh + Ch2+Dh3 . . . 

2)ie nad^ ben 5Potenjen beö 3utt)ad^fe« ber SBariabeln einer 
gunction georbnete Summe iji baö Dbjeft beö 25ifferentiaU unb 
SntegraU Äaltufö , ttjd^renb i^re Aufgabe im atttgemeinen barin 
befte^t, bie Sigcnf^aften biefer Summe ju unterfud^en. 

9?un tt)if[en ttjir, bap 

f(x) = a + bx + cx«+dx3 + ex4 . . . ; 

feftt man an bie Stelle \)on x bie Summe x-fh, fo er^ 
l^dlt man: 

f(x + h) = a + bx+ ex« + d x 3 + ex* _ 

bh + 2cxh + 3dx«h + 4ex3h . 

ch2+3dxh«4-6ex«h« 

dh3+ 4exh3 

eh* 



ober tvenn man nad^ ben ^ßotenjen t)on h orbnet: 

f(x + h) = (a + bx + cx* +dx3 ) + 

+ (b + 2cx + 3dx«,.0h + (c + 3dx + 
+ 6ex2 ) h« + (d + 4e X . . . .) h^ . • • . 
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oiet: 
f(x + h) = (a + bx + cx* + dx3 + ex4...) 

-f (b + 2cx + 3dx«+4ex'«+5fx'»..)h 

+ (2c + 6dx + 12ex« + 20fx» . . ) :j^ 
+ (6d + 24ex+60fx2..) ^^ 

+ 

2)arau$ ift nun etfid^tlid^, baf , wenn man bie neue Function m 
eine Summe georknet nad^ ben $otenjen keö 3ittt)ad^feö umwandelt, 

1) baö erjie ®lieb We ^)rimittee gunction felbft ift; 

2) alle ^otenjen t>ed 3wtt)ad^feö mit bem 5ßtobuIte ber Dtb^ 
nungöjaljlen ber »otl^ergel^enben ©lieber biöibirt finb; 

3) bie ßoefftcienten Functionen fcnb, bie fammtlid^ »on ber 
!()rimitii)en Function abhängen, voefnjegen jie aud^ abgeleitete 
Functionen unb ber Soefftcient ber erjien Sßotenj tjorjug^weife 
bie erfie Slbleitung genannt n)erben; 

4) bie Soefftcienten aud^ unter fid^ »on einanber abhängen unb 
jttjar, baf jeber Soefficient auö bem unmittelbar »orl^er^ 
gel^enben auf biefelbeSBeife gebilbet toirb, unb jnjar auf 
bie SBeife, nad^ ber bie erjie Slbleitung au6 ber ^)ri^ 
mittuen Function gefunben toirb; 

5) jeber Soefftcient aud^ auö bem nad^folgenben gebilbet tt)irb 
auf gleid^e Slrt unb jnjar auf biefelbe Slrt, nad^ ber 
bie ^rimitiüe Function au« ber erjien Slbleitung 
entfielet 6i6 auf eine conjiante 3<il)l ; 

6) baf bemnad^ ein einjiged ®lieb ber georbneten ©umme ber 
neuen Function bie ganje Summe mit (Sinfd&lußi ber })rimi^ 
tiüen Function benimmt; 
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7) baf ber 3utt)ad^ fo Hein attflettommen »erben fann, böf 
gegen jiebe6 einjelnc ®Iieb bie Summe allet nadjifolgenben 
üerfd^tt)fttbet. 

2lu$ blefcn ßigenfd^aften ber georbneten Summe einer neuen 
Function ergeben ftd^ nun folgenbe jweJ Aufgaben: 

1) 3lu6 einer abgeleiteten Function bie unmittelbar nac^foU 
genbe; unb 

2) au6 einer abgeleiteten Function bie unmittelbar »or^e^ 
l^enbe ju beftimmen. 

!Die erfte biefer Slufgaben iji bie ber Differentialred^nung, bie 
jtt)eite bie ber 3ntegralred^nung. 

Sejelci^nen tt)ir nun bie abgeleiteten Functionen ber Steige 
m6) mit: 

F(x), F(x), f™(x), F^(x) , 

foift: 

f(x + h) = f(x) + F(x)h + F(x)-i^+r°(x) •*' 



1.2 » ^M. 2. 3 

Um im 3utt)ad^fe fid^tbar ju mad&en, »eld^e ßaf)l ber gunc^ 
tion bie SSarlable i|i, bejeid^nen n)ir benfelben burd^ bie 95ariable 
felbjl mit Sorauefe^ung be6 3^i^«n6 d, fo baf 

h = dx, 
tt)oburd^ 

f (x+dx) = f(x) + P(x)dx + F(x) -^ + f ^^(x) j^ • . 

Da6 ^ßrobutt ber erpen Slbleitung in ben ^uxmd)^ ber 
aSariabeln nennen tt)ir nun baö !Differentiat ber :f)rimitit)en gunc^ 
tion unb bejeid^nen baSfelbe burd^ df(x), bal^er iji: 
P(x)dx = df(x). 

8lu6 Dbigem folgt: 
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F(x)dx« = f^(f(x)dx)dx 

= r(dfx)dx 

= ddf(x) 
wofür tt)ir d« f (x) [(^reiben, unb Wefe« ^robuct ba« jtt)e(te 3)if^ 
ferentid bcr j)rlm(tteett Function nennen; jugtefc^ fe^en n){r, baß 
bae jttjeJte 2)ifferential ba6 Differential be« erflen Differentiale« 
unb baf iebe« Differential ein ^robuft iji. 

Sbenfo iji 
f"" (X) dx3 = ddd f (X) = dd« f (x) = d« d f (x) = d« f (x) 

u. f. xo. f bal^er erl^alten tt)ir 

f(x + dx) = f(x) + df(x) + ^ + ^ 



Da aber ba« Differential einer Function erfi etwa« SejHmm^ 
iii ift, tpenn bie SSariable bejeic^net ifl, fo fd^reiben tt)ir oWgen 
HuSbruÄ auf folgenbe Slrt : 



Die abgeleiteten pnctionen flnb bal^er Duotienten unb l^eifen 
bef wegen aud^ Differentialquotienten , weil jte ba« aSerl^Sltnif ber 
Differentiale ber ))rimiti»en Function jur gleici^namigen ^ßotenj be« 
Suwad^fe« ber aSariabeln auSbrörfen. 

Der SEBert]^ ber neuen Function in gorm ber georbneten Summe 
befielet au« jwei Sil^eilen, nSmlici^ bem erflen ©liebe ober ber ^ri^ 
miti^en gunction unb ber Summe aller anbern ©lieber oter ber 
Differenj ber ^rimiti^en Function; bal^er ifl: 

1) f(x + dx) = f(x) +^f(x) 1 
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1) 3cbe neue gunction ift gletd^ ber Summe au« ber pximU 
tiüen Function unb i^ter Differenj; 

2) 2)ie !£)ifferettj einer Function iji gteid^ ber Summe i^ter 
Differentiale, nad^bem jebeö einjelne ^Differential iMiixt ifi burd^ 
ba« $robuf t ber Crbnungejal^len üon (Sine bid jum Diffetentialinber. 

3ji bie ptimiti'ot gunctfon x felbji, fo ifi bie neue Buncticn 
x + dx, balier 

jdx :=: dx b. 1^. 

2)er 3un)ad^e ber SBariabeln tfi fott)o^l bie 2)ifferenj al6 au(^ 
baö !Differential berfelben. 

9Rac^ biefen Segriff^entttJicflungen ge^en tt)ir nun aur Sofung 
ber Slufgabe be« 2)ifferentialf<ilfutö ober jur Seftimmung beö 2)i^ 
ferentiafö einer Function über» 

?tu6 bem Segriff be« 2)iffetentiald ge^t ^erüor, ba^ baö 2)if^ 
ferentiat einer JJunctiön baburd^ jefunben toirb, baf man bie neue 
Function l^erjieKt, biefe in eine Summe georbnet nad^ ben ^ßöten^ 
jen be« 3utt)ad^fed umnjanbelt, unb üon biefer Summe nur baö 
erpe (Slieb fu(^t: j. 33. 

1) dx"^; 

(x + hr = x«» + mx"^-> h+ . . . 
dx'^z^mx"'"^ dx 

2) d(a + bx) (c -dx + ex«); 

(a + b[x + h])(c-d[x + h] + e[x + hn = 

([a + bx]+bh)([c — dx + ex^] + [2ex — d]h + eh«) = 

(a + bx) (c — dx + ex«) + (c — dx + ex«)bh + 

+ (a + bx) (2ex — d)h.... 
d(a-I-bx)(c — dx + ex«) = ([c — dx +ex2] b + 
+ [a + bx] [2ex — d])dx. 
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c + dx ^ 
a+b(x+h) (a+bx)4-bh_a+bx , b(c-I-dx)— (a+bx)d 



c-fdcx+h) (c+dx)-fdh c+dx ' (c+dx)« 

(a + bx)dh 



(a+bx) + 



_ c + dx 



bh(c + dx) — (a + bx)dh 
c + dx 

a + bx _ (c + dx)b — (a + bx)d 
^ c + dx "" (c + dx)2 ^^5 

4) diogx; 

log (X + h) = log (1 + -) X = logx + - 



dlogx = — ; u. f. tt). 

2)a cd aber att)e(fmdfiig iji, für jcbe Function eine befonbere 
Siegel abjuleiten, fo tt>onen n)ir Hefe ber JRei^e m6) fud^en, unb 
babei unter 

X 
immer einen 3ludbrudf »erjiel^en, in njeld^em x a(« Variable ent^ 
l^ialten ifi. !Demnad^ ift: 

1) f(x)= X,+X,+X3 
f(x-fdx) = (X,+^X0 + (X^ + -^X,)+(X3 4-^X3) 



udfx = ^X, + ^Xa + ^X 



3 

^(x,+x,+x3) = -j^i^+-i^xj:^ 

+ dx ^""^ dx* ^1. 2 
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, dX, _, , d«X, dx« 
' dx ' dx* 1. 2 



_ dXi+dX^+dX., d«X)+d«Xt + d»X3 dx« 

~ dx ^+ dx« 1. 2" 

d (X, + X, + X3) = dX, + dX, + dXa t. t). 

2)a« Differential einer Summe Iji gleich bcr Summe ber 
!Differentiale ber ©lieber. . 

2) f (X) = - X 

f(x + dx) = - (X + ^X) 

^fx — —^X 

/dX ^ , d«X dx« , \ 

d - X = — dX b. ^. 

2)a^ Differential einer neflatisen 3# ift sl«*«^ k«« negati* 
»en Differential tf)rer Sa|t6. 

3) f(x) = X,X, ■ 

f(x + dx) = (X,+^X,)(X, + ^X,) 

= X, X, + X, ^Xt 4-Xj ^X, 4- ^Xj ^X, 

^f(x) =X, ^X, + X,^X, +^X, ^X, 
^XX -X '*^*dx-4-X ^ix-^ + 

+ X,-^dx + X,-j^xj-^ + 

dX, dXj 
+ -dx^^""* + 



.V Y XjdX, -|-XgdXi 
^XjX, = j^^^ dx4- 

X,d«Xt + 2dXidXt + X^d«Xi dx« 
+ dx« 1. 2' 
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dXjXt = Xj dXj -j-XjdXj b. f), 
3)ad Differential eine« 5ßröbufte« an^ jtt)ei gaftoren tji gleid^ 
bem etilen gaftor multiplijirt mit bem 2)ifferential be« jiDeiten 
gaftor« plus bem äWJeiten gaftot multiplijirt mit bem Differential 
be« er|ien gaftor«. 
golgerunflen : 
1) dXiXjXj = XjXjdXg + X3dXiXj 

= Xj XfdXj -j- Xj XsdXj -f-XjXjdXi 
rd X| d X2 d X3 



(^ + ^ + ^)x.x,X3M. 



Da« Differentfal eine« ^Ptobutteö finbet man, wenn man ba« 
Differential eine« jefcen elnjdnen gaftor« burc^ ben gaftor felbji 
bisIWrt unb ble Summe bet Duottenten mit bem iprotufte mu(* 
tli)Hsitt. 
2) 2)0 ba« Differential einet jeben anbem ^aijl aufer ben SBa* 

tiabeln b. l^. ba ba« Differential einer conjianten ^aIjI flleic^ 

giua ip, fo i|^ 

dAX = AdX + XdA = AdX ba dA = b.^. 

Sonitante gaftorn treten »or ba« Differentialjeic^en. 

4) f(x) = I •) 

_ Z + ^Z _ Z N^Z — Z^N 

Hx + dx) — N_|_^N— N + N(N + ^N) 



*) 3n biefem ^eff^iele iDfid^en toir t)on bet gett>5^nl{(^en ^ejef^nung alb. 
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N dZ , . N d«Z dx« N dZdN 



'^N ~ N*dx*^*+N« dx» 1. 2" N^ dx dx**** * •" 



N«dli N* dxM. 2" ' PPdxdx 



^ w = SFTl dx + 



Z N dZ-ZdN 
]N«dx 

N^d'Z-ZNd^N-NdZdN + ZCdN)« dx» 
N-^dx« 1.2 



j Z NdZ -ZdN , , 
% = N^ ^•^- 

!Da8 2)ifferential eilte« Studie« iji gleid^ Siennec mal !Differ^ 
ential ke6 3^^^^^^ rai'ius Sanier mal ^Differential beö 9lenner« 
bitjibirt burd^ ba« Duabrat be« Siennerö, 

5) f (X) = X™ 
f(x + dx) = (X + -^Xr = X"^ + mX'"-^z/X + 

^f(x) = mX»-» ^X + ^^^—^) X-«(^X)* .... 

.x^ tr . dX , , „ d*X dx* 

dx ' dx* 1. 2 



' 1. 2 dx* 



dX"» = mX™-^dX b. \ 

2)aö ^Differential einer ^ßotenj finbet man, trenn man ben 
(Srponenten jum Soefficienten mad^t, bie ^Potenj um Sin« er^ 
niebrigt unb mit bem ^Differential ber Saft« multi}>liciTt. 



Digitized by VjOOQIC 



31 

m 

6) f(x) = VX 

m i 

f(x + dx) = Vx + z/X = (X + ^X)" 



• »" 1. /d 



m m 



^f(x) = ix^-'^X + ^?-^X^-\^X)« 



tn 






: '. m dx* 1. 2 

^(i^-i) ^±-»^dxv'^' 
+ — IT— ^"^ Vdl^/ •••■ 



rn 

1 /i 



4 1 

dKJT^^x»-^ dx 

la 



J^ ^dX K^. 



2)a^ iDiffetential einer SBurjel ftnfcet man, tDenn man baö 

iDifferential ter Sap bfcibirt burd^ baö ^-ßrobuft au^ kern ßrjjo^ 

nenten unb hx SBurjel, nad^bem man juerft bie aOBurjelbajid mit 

bem um Sin6 tjerminberten SBur5e(ex^)onenten ))oten3itt. 

^(nmerfung. $Dicfe Siegel toirb übcrftüflig, mm man MeSurjel guetfl 

in eine $oten) umtoanbelt. 

2)ie JRegel »on ber 2)ifferenjivung einer ^otenj unb bamit 
aud^ ber eineö Sruc^^eö folgt au^ ber Siegel für ba^ 5)3robuft; 
ndmlid^ : 

1) dX"'=('i^ + ^ + ^....)x-«:=:mX«-.dX5 
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2) d^ = dZN-' = N->dZ + ZdN-» 









: 


= '5^^-ZN-«dZ 














NdZ — 


ZdN 














N* 








7) 


f(x) 


= 


a* 










f(x 


+ dx) 


z=. 


ai + -rfx 


= a*a^^ 






• 






= 


a-(l-f 


.•7"^x- 


f'f;'(^x,... 


) 




^f(x) 


= 


loga „ log*a 
1 -^'^ ' 1. 2 


(^X) 


* + 






^a^ 


= 


a^ (log 


"dx + ^^''' 


d«X dx» 
dx« 1. 2 


+.... 










+ 


log*a 
1. 2 


dx« 


+.... 



da^ = a^IogaxdX b. ^. 

2)aö Differential einer Srponentia(^®rope {intet man, vpenn 
man bie (SrponentiaU ®r6pe felbft multiplijirt mit bem naturlid^en 
Soflaritl^muö ber Saji^ «nb mit bem Differential be^ Srponenten. 

8) f(x) = iogX 

f(x + dx) = Iog(X + ^X) = log (l + ^) X 
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i_ dX 1 J«X dx« 

X dx "^ X dx« 1.2 



X dx* 



2X« dx* 



diogx = ^ b. t,. 



S>ad !£){ferent{al etned Sogaritl^mud finbet man, wenn man 
ba« ÜJfffcrential bet 3a^I btefbirt butd^ bt'e 3af)I. 

9) Um bie Differentiale bet Äreldfunctionen ju befümmen, 
ncl^men wk if^vt SBeirtl^e burd^ Stellten ober (Srponendal « ®t6f en 
auögebrittft «nb biffetenjfren biefe; j. 53. 

l)dsinx = d(x-j^+j ^3 4^ ....) 

3x*dx . 5x4dx 



= dx — T-l5-5 + 



l. 2. 3 '^ 1. 2. 3. 4. 5 



= (1 — ^ ^ ^^ — r . • . . ) dx 

^^ 1. 2 ^ 1. 2. 3. 4 



2) d cos X = d 



cosxdx; 



2 

e' »"^ dxV^^+ e-^y^ d -x K=i 
2 



"" 2 

~ ~ 2V=T 
=: — sinxdx: 



V=Td: 



dx 
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r, , , sm X cos X d sin x — sin x d cos x 

3) dlffx = d = i 

•^ cosx cos^ X 

(cos^ X + sin* x) 



cos* X 
dx 



dx 



cos* X 
= sec* X 

= (l + tg*x)dx 
10/ darcCtg = y) = dy — y*dy 4-y*dy 

= d-y^ + y^-y« )dy 

Sbenfo fmbet man, mnn man in 

dsinx = cosxdx 

sinx = y 

X = arc (sin = y) feftt : 

dy 
darc(sin=zy) z= _- 

Vi — y* 
unb wenn man in 

dcosx = — sinxdx 
cosx = y 

X = arc (cos = y) fe^t : 

dy 
d arc (cos = y) zz: — — 

Vi — y* . 

Sl\i^ ofcigen {Darftellungcn ftnb auc^i bic Siegeln für bie itotu 
ten unb l^ol^ern Differentiale erfid^tlid^, bie aber nad^ bem SSegriffe 
einee f)b\)ttn Differentiale aud^ burd^ wieber^olted Differenjiren 
gefunben »erben. 
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5)amtt tfi nun bie eine Aufgabe ber ^o^em Slnol^jt^, tt)or^ 
unter man üorjug^ttjeife !DfffercntiaU unb 3ntegralre(3^nunf} jufam^ 
mengenommcn »erftel^t, gcloji mit Slu^nal^mc für bie Functionen 
mel^rerer variabler ©rofen unb für bie ©leid^ungen, bie feine 
©c]()tt)ierigfeit unb feine befonbern ©rfd^einungen bieten. 

e^ ifl namlidb: 

,-, , df(x,Y ) ^ , df(x,y) ^ 

benn eö iji: 

f(x+dx, y+dy) = f(xy) +^-^> dy + q^^>- l^-J • • • . 

d_^ djnxy),^ 

' dx dxdy ^ * 



ba^er: 



d^f(xy)dx^ 
dx* l72 






' dy2 

3n Sejug auf bie ©leid^ungen fommt aber ju ben elemem 
taren Sigenfd^aften berfelben nod^ folgenbe {)inju: 

SBenn man üon ben jtt)ei ^oijlm einer ©leic^ung jtt)et 
gleld^e Differentiale nimmt, fo bilben bie beiben JRefultate eine neue 
Oleid^ung; j. 8. 
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Ax^+By^ + Cxy + 'Dx + Ey+F = 

2Axdx + 2Bydy + Cydx + Cxdy + Ddx + Edy = 

(2Ax + Cy + D)dx + (2By + Cx + E)dy = 

^oc^fi mcrfttJÜrbig tft, baf bic erftc Aufgabe ber l^o^em 
Slnal^jie mit bcr 3eit fo »erfd^febenc Söfungcn erfat)rcn \)at Der 
®runb f)icüon liegt barin, bap man ben 2)lfferentta(falful an Sei^ 
fpielen erfanb, o^ne bad SBef^ be6felben ju erfennen, unb o^ne 
bälget ju tt){ffen, bafi er ein integrirenber S^^eil ber reinen 2lna^ 
I^jiö fe^ ; bap aber je^t, n)ö biefem Äalful bie gebül^renbe Stellung 
in ber SBijfenfd^aft angewjiefen n)erben lann, noc^ fold^e »erfd^iebene 
aWet^oben im Oebraud^e fmb, ift faji rätl)fell)aft. 

2)ie erfie unb frül^efte 9Äet^obe \t>ax bie üRetl)obe be6 Unenb^^ 
lic^ kleinen, bie fid^ unbettjuft barauf grünbete, baf ber SBertl^ 
be6 3un)ac!^fed ber SSariablen beliebig iji, unb für einen unenblid^ 
Iteinen SQ8ert^ bedfelben 2)ifferena unb Differential gleid^bebeutenb 
werben. Slllein man lonnte fic^ immer feine genaue JRed^enfid^aft 
baüon geben, tt)arum man in biefer 9?ed^nung, um genau richtige 
3lefultate ju erl^alten, bie l)ol)ern Differentiale auf er Std^t lajfen mufte, 
tt)ad aber barin feinen ®runb l^at, baf man ben SQSeg, auf bem^man 
»om Differential jur primitiven JJunction' gelangt, unbenjuft barauf 
annjenbete, um »on ber Differenz jur Function p gelangen, tt)ie 
auö ben Sigenfd^aften ber 5Reil)e ber neuen Function erfid^ttic!^ ift. 
Da aber ba0 Unenblic^fleine gleic^bebeutenb mit 5Rull i|i, 
fö ^aben einige aKatl)ematifer ben ßntvaä)^ gleid^ Slutl angenom^ 
men, unb ben äßert^ beö Differentialquotienten, ber baburdb 


D 

würbe, betrautet, ©ie benü^ten ba^er benßuwad^e nur baju, um 
für aBe moglidjien Functionen ba$ aSer^altnif ber aSerdnberung ber 
Function jur aSeranberung ber aSariabeln ju betrachten b. 1^. ben 
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2)lffcrentiaIquotienten ju bcftimmen, \t>&^xtni fie ben SBert^ unb 
bie Sebeutung bc0 !DiffctentiaI0 »emic^teten. 

Die aWetl^obe gett^ann baburd^ an SBiffenfc^aftlid^fcit unb ber 
Äaßul fdbft an St^ibenj, machte aber eine Swf&Wigfeit jut SRotl)^ 
tt)enbt9fcit, ctn jufdHigcd 9Kerfmal jum SBcfcntlid^en, unb f)ielt 
fo bad eigcntlid^ SSSefen ber 2)ifercntialred^nung im 2)unfeln. 

Unter ben Stntvenbungen ber 2)ifferentialred^nung ragt befon»^ 
berö l^erüor^ bafi jte jeigt, tt)ie au6 ben ©erdnberungen ber 
Elemente eineö Dbiefteö bie SSeränberung aBer abl^ängigen SIemente 
unb bed JDbjefte^ felbji gefunben tt)erben fann. !Diefe Slnwenb:* 
ung gel^t bei obiger SWetl^obe verloren, unb e^ bleibt nur mef^r 
bie jtveite 3lntt)enbung: SIU6 bem !DifferentiaIquotienten bie primi*^ 
tiüe Function ^erjuftetten, übrig. 

^k britte 9Ketl^obe, bie in neuerer ^dt faft allgemeinen 2lm 
l^ang jtc^ üerfd^afft I)at, bie ©renjmetl^obe refert)irt ftd^ bie 95ebeut^ 
ung be^ 3utt)ad&fee M eine beliebige ®r6^e mithin aud^ bie Sln^ 
tt)enbungen, bie baraud ^er^örgel^en, benü^t aber ju i^ren 33egrip^ 
enttt)i(flungen unb bamit ju allen »ortommenben Operationen bie 
Sigenfd^aft be6 !Differential6 , ba^ baöfelbe bie ©renje ber Sln^ 
näl^erung ber neuen unb primititjen Function für eine unenblic^e 
5lbnal)me be6 3utoac^fee ift. 

!Diefe 9Retl)obe iji ba^er auf bie Sigenfd^aft ber me^rerwd^n* 
ten Summe gegrunbet, bap ber 3utt)ad^6 fo Hein angenommen 
»erben fann, baf jebe^ ®lieb großer iji afö bie Summe aller 
naci^folgenben. 

^äuftg iji 'ber ®ren8*9Retl)obe ber aSortt)urf gemadbt njorben, 
baf i^r baö Unenblid^fleine ^u ®runbe liege, tioa^ aber falfc^ iji, 
tt)ie a\i^ Dbigem f^er^orgel^t. Sd lann i^r aud^ ni^i jum SSor^* 
tt)urf gemad^t »erben /-baf fte auö ben Slnwenbungen abftra^irt 
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fe^, öfclmel&r betrad^tct jie im DifferenttallalfuI atö einen Xf^til 
ber temen Slndl^^ftd, imb ed gereid^t il^r jum SSorjug, baf jie bei 
ben Slnwenbungen treu il^ren $rind)){en ju 2Berfe gelten fann, 
tt)o fte oflmafö unentbel^rUci^ tt)irb, n&mUd) in allen jenen 5lntt)en^ 
bungen, in benen ber SBertl^ bed !Differentiate nur nad^ obiger 
ßigenfc^aft beftimint werben fann, »ie 3. 33. in ber SWec^anil bei 
3lntt)enbung bed ^rinciped ber öirtuellen ®efd^tt)inbigfeiten auf 
aWaf^inen. 

£)af übrigen^ unfere $rinci))ien allgemeinerer 5ftatur jlnb, unb 
folgerechter bie beiben Sl^ette ber Slnal^jtd mit einanber »erbinben, 
toirb voo^l Sebermann jugefte^en muffen, obtool^l toir un^ in biefer 
Sejiel^ung gerne bem Urtl^eile berjenigen Wänner unterwerfen, bie 
burc^ i^r SBiffen berufen ftnb, über berlei ^Irbeiten m maf gebenbe^ 
Urtljeil au fällen; nur fe^^ und erlaubt ju ertodl^nen, baß, wenn 
über 3)inge ber Sltt ßrfaljrung für n6tl)ig erachtet wirb, unfere 
aWet^obe biefe für ftd^ l^at, inbem fte ftc!^ beim Unterrichte bereite 
bewdl^rte. 

aOSir wollen jum ©c^lufe bie »erfd^iebenen SIRetl&oben nod^ 
an einem 33eif<)iele jeigen. 

66 fev nämlidf^ AB ein 33ogen einer beliebigen Suröe, y 
eine befannte Function »on x b. 1^. 
ba6 Ärümraungögefeft burd^ tim ®kU 
*ung jwifd^en y unb x auegebrüdtt, 
BE eine Jlangente, unb nun werbe 

X G dx D X großer um dx, fo ftnb y, Sogen 

AB unb gliche ABC pxmitbt gunctionen »on x, dx ber 3u^ 
xt>aiS)i ber SBariabeln, DG, ABG unb AGD bie neuen guncttonen 
unb FG, BG unb B6DC bie I)ifferenjen. 

3ta(b ber 9»et^obe bed Unenblid^fleinen jtnb nun bie !Dif* 
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ferentiale Wefer ®röfen FE, BE unb BFDC, mil fte für ein 

unenWid^ flcme^ dx mit im Differenjen jufammenfaßen, tod^reni) 

e^ md) t)cr 9?uttmetf)oi)e leine !DifferentiaIe gibt, fönbern nur We 

aSer^attnife ber genannten !DifferentiaIe ju dx für dx = 0, 

dy 
tt)o6ei j. SB. bad aSer^ältniß -p bie 3;angente be^ SBinfetö ber 

geometrifc^en S^angente am önb<)unfte ber Suröe ^ur Slre x bcjeid^^ 

net. 8ei ber Orenjmetliobe finb bie genannten Obiefte bie 2)if^ 

ferentiale bei beliebigem SBertfje i)on dx, mil fte bei unenblid^er 

Slbnal^me öon dx aKOrenjen tier I)ifferenjen erfdbeinen; »fi^renb 

fte nac^ unferer SDletf)obe bie 3)ifferentiale fmb, mil fte in allen 

i^ren Sigenfc^aften ben ©liebern ber 9ieif)e ber neuen Function 

entf^)red^en. 

@o ifl 3. 99. aKe6£)bige al^rid^tig öorau^gefeftt, baöDreierf 

BFE bad jn)eite ®Iieb ber 3)ifferenä mil ed gleich dy^ ^^^ 

^^1^2^ , '^^^^ ^^ Slec^tecf HEFB baö jtt>eite Differential 
ber primitiven gldc^e ABC. 

jtennt man nun ba6 aSerfa^ren, tt)ie man öom !Differential 
jur primitiven gunction gelangt, fo n)irb man von ber JEangente 
BE auf Sogen AB unb von bem Slec^tetf BFDC auf bie gtäd^e 
ABC fommen; ober man gelangt vom jn)eiten Differential jum 
erften b. 1^. von HE FB auf BFDC unb bavon auf ABC. 

SBiH man nun biefe Siegeln antvenben um au$ BFDC unb 
HEFB jugleic^ ober au6 ber ganjen Differenj BGDC auf bie 
gl&(]^e ABC ju gelangen, fo muf man dx al6 unenblid^ Hein 
annel)men, unb muf bie ]^6f)ern ^otenjen von dxaWSRutt betrad^^ 
ten, bamit man burd^ biefe Slnnaf)me gleid^fam juerji jum Dif* 
ferentiat gelangt. 

5ftebenbei fe^ bemerft, baf , wenn man für eine befHmmte 
Function juerft bie neue Function unb i^re Summe ^erfteUft, aW* 
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t)ann aber bie SSorlabfe glefd^ SRuK tmb ben 3utt)ad^e gleid^ ber 
^atiübkn fe^t, au« bcr neuen Function bie pximitioe entfielt, 
tt)%cnb btefe auf bct anbem Seite in eine georbnete Summe !oer^ 
tüanbelt erfd^eint j. 33. 

sin(x + dx) = sinx + cosxdx — sinx ^-jr- — cosx 



1.2 """^1.2.3 
X = 0; dx = X 
x3 

^''^^^^-r2:i + 

Um no^ ein SBeifpiel ber SlntDenbung ber 3)ifferentiatred^nun9 
ju geben, fe^ folgenbe Slufgabe gett)äf)It: 

Sine Seite eineö 3)reiecfe6 mit ben jn)ei baran liegenben 
SaSinfeln fe^en gegeben, unb alle übrigen Oro^en be^ 2)reie(f e^ nebfl 
ber gld(!^e in gormein bargejiellt; um n)ie ^iel Änbern fld^ nun biefe 
®rofen, woenn jtc^ bie ®runblinie unb bie beiben SBSinfel um be^ 
jiimmte beliebige ©ro^en änbern? 

Um aber eine allgemeine Slnfc^auung ^on ber Slnwenbung ber 
l^of^ern Slnal^ftö ju gen)innen, l^alten tt)ir un^ an fl^ren Segriff, 
n>ömac^ fte bie SBiffenfc^aft t)on ben allgemeinen Sigenfc!^aften ber 
jufammengefe^ten ^af)kn x% 3ebe befonbere grage tt)irb bal^er il^re 
Sofung in ber niebern Slnal^fiö, jebe allgemeine aber in ber l^öl^em 
Slnalij^jtd ftnben, mit bem Unterfc^iebe, baf n>ir jebeö S))ejielle 
bem Slllgemeinen unterotbnen fonnen, aber nic^t umgefel^rt» 3)ie 
gläd^e be6 Äreife« ju beflimmen iji bemnad^ eine äfufgabe ber 
niebern Slnal^flö, ebenfo bie grage nad^ ber glÄd^e einer ölli))fe; 
bie grage nad^ ber gläd^e irgenb einer gigur tt)irb in ber I^JI^em 
8lnal^fl6 beantwortet, worauf toix inbef oud^ bie Söfung ber bei^* 
ben erjiem gragen abftral)iren fönnen. 
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Die 95eWngungdglei(^un9- be6 ®Ieid{fgett)Wee mel^reter Är&fle 
tt){rt) eine SDffferentialgteid^ung fe^n, n>df)reni) e6 bfe fftr eine fc^iefe 
(Sbene nid^t {ji, aber bod^ au6 obiger abgeleitet »erben fann. 

©0 einfad^ unb leidet bie ?6fung ber einen betbeibenSlufgaben 
ber J^bijttn 8lnal9jt6 ifi, bie wir aud 1)en Sigenfd^aften ber georbneten 
©umme für bie neue Function abgeleitet l^aben, fo fc^trierig ja 
fn fielen gätten unlS^bar ifi bie jtoeite Slufgabe; ba6 3ntegral 
eineö 3)ifferentialau^brudted ju beftimmen. 

SBir l^aben fd^on au6 ber erwäl^nten 5Reibe gefe^en, ba^ bei 
ber SefHmmung eincd Sntegralö immer nod^ dn conjiante^ Olieb 
fel)tt; ba^ nur beftimmt »erben fann, wenn ber SEBertl^ bed 3nte^ 
grafö für einen befonberen SBertl^ ber SJariabeln belannt ifi ; jugleid^ 
l^aben wir aber aud^ gefefjen, baf bie Sejiimmung beö Sntegralö 
fel^r einfacb iji, fobalb bie 2)ifferent{aIfunction in eine georbnete 
©umme x>ertt)anbelt iji. !Da aber biefeö 3ntegral lieber in gorm 
einer georbneten ©umme erfc^eint, fovoerben in »ielen g&tten ge^ 
fd^tofene Sluöbrädte burd^ Sntegration nid^t gefunben, fo lange bie 
©ummirung ber Steigen feine gortfd^ritte mad^t. 

3)er ganje Sntegralfalful l^at baffer eigentlid^ feine 3^eorie 
unb befc^ränft ftd^ nur auf bie gormetn, bie tt)ir auö ber Differenz 
tial^SRed^nung entlel^nen, unbbien>ir l)ier folgen lajfen, um unferer 
©d^rift mz gewiffe SBoIIjidnbigfeit ju geben. 

1) /(X, +x,+X3) dx = x,+X2+X3 + C b. f). 
2)ad Sntegral einer ©umme ifl gleid^ ber ©umme ber 3n^ 

tegrale ber einjelnen ©lieber. 

2) /-Xdx = -x + C b. ^. 

2)ad 3ntegral einer negativen ^afjl i^ gleid^ bem negatit?en 
3tttegral ber 93ajld. 
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3)/X,X,dx = Xi/X,dx — /dX,/X,dx + Cb. ^. 

5)ad Sntegral eine^ ^ßtotufted iji gldd^ bem erfien gaftot 

mal bcm Sntegrol bcd jwoeiten weniger bem integral eine^ $to^ 

bufted, ba« geMlbet ift aud bem!DifferenttaI bed erften gaftorö unb 

Dem Sntegrd be^ jtt)eiten ^aftord. 

Um biefe Siegel ju betveifen tji: 

dXjY = XjdY + YdXj unb 

XjdY = dXj Y — YdXi 

/X,dY = X, Y ~/YdX, ; 

nun ift aber: 

dY == Xjdx 

Y=/X,dx 

ta^er 

/XjX^dx = Xi/X,dx— /dXi/Xjdx. 

Sine unmittelbare golge biefeö ©efefted l^ei^: Sonftante %ah 

toren treten öor baö Sntegral^eic^en, ober 

/AXdx = A/Xdx-fC. 

4) /^ = logX + C = logCX b. \). 

3)ad Sntegral eined ©ruc^ed, bejfen 3&^l« baa 2)ifferential 
bed 5Rennerd tft, tji gleid^ bem 8ogarit]^mu6 beö 5Rennerö. 

SJrüc^e, beren SRenner gaftoren enthalten, werben in 5ßartial^ 
SBrüd^e jerlegt. Um l^ier ein 33eift)iel au^ ber Slrit^metif ju geben, 
fewn ju fucjen bie ^artialbröd^e öon 

©emdf ber Sebeutung be^ Srud^ed btucft berfelbe aud , wie 
oft ftc!^ ber 5Renner »om 351^1« abjiel^en l&ft 3ji nun ber Sflen** 
ner größer ate ber 3&^l«^/ fo t^ff^n jtd^ nur 3;i)eile beafelben ab^ 
jie^en, unb bie erJ^altenenSubtractfonamengenfmb ©rüttle} ^S3. in 
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Ifift ftd^ wMlld) in Slenner »om 3^^!« flbjielien, utiti »it <xf)aU 
tm bat>ut(^ ®onje. 2)et gtfißte galtot iji 10, Ue abjfe^unfl giW 
§albe, ber goftor 5 gibt aSiettt, unb bet goftor 4 gibt ffinfti, 
bo^er iji 

U = l+i + 4 + i 



39 
20 



19 
10 

~9^ 



9 
5 i 



4 
4 \ 



!Dicfeö aJetfa^ten lA^t |tc^ auii) auf SSu^jiabenaudbriWe an* 
»enben, obwol^I wir im 3lUgemeinen biauci^barete SWet^oben ^ie^tr 
beftften. 

5)/X-dx = ^J + Cb. ^. 

2)ad 3ntegtal einet $otenj flnbet man, wenn man ben 6r* 
ponenten um Sin« etl^ö^t unb buic^ ben et^öl^ten e^jonenten 
bisibiit. 



6) fa'dx 



loga 



+ Cb. ^. 



Da« Sntegial einet Stponentiolgtöfe finbet mon, wenn man 
bie erponentiatgtSf e butd^ ben Sogaiit^mu« bet Sajiö bisibitt. . 
dx 



/j^^ = arc(tg = x) + C 
dx 



7) 



/ 



Vi 



■= arc(sin = x) -[- C 



dx 



Fr=i 



=: arc(cos = x) -j-C 



l /sinxdx = — cosx + C 
^ j /cosxdx =r. sinx -{- C 
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!S)ie auagetx^ntejie Unwenbunfl t)on Mefen «eMift«"/ »«l*« 
ben ganjen Umfang D« Sittegtalredjnunfl erft^ö^f««. fleP«"«* ^ 
itftte ©aft, »o»ott wir brei Seifpide anfügten »oüen, nfimlic^: 
y jm (g _|. b x")» dx, /sin x sin" x dx uttt» /sin" x cos" x dx. 

@e {jl ndmlid^: 

/x"'(a + bx'')Mx = (a + bxT/x-dx — 
_/p(a4-bx'')»-» bnx-'-'dx/x'-dx 

^ 5!^>±^£I' - Ji^/x-+» (a +bx-)'- • dx. 
in + 1 m + 1 •' 

@u(^t man tarau« ben SBt^ct^ föt ba« jweite Sntegtalglieb 

unb xim bie Sujonenten fo ein, baf fte bie erlangte %om et^ol* 

ten, nfimlic^ feftt man 

m Patt m + n 
unb p + 1 fiatt p 

fo etl^dlt mon: 

x--"+'(a + bx")'"+' 
/x"(a + bx-)'dx= bn(p + l) 

©e^t man aber in bet etjien gonnel 

(a + bx")" = (a + bx°)''-'(a + bx-) 

= aCa + bx-y-' + bxMa + bx")»-' 
fo crpt man auf obige «rt jwei neue SBert^e be« »eriangten 
Sntegrate. Sbenfo erl^dlt man jwei weitete aBett^e, wenn man im 
jweiten 3ntegralglieb ber etften Formel feftt: 
bx" = (a + bx") — a. 
©c^eibt man nun X för a +bx°, fo ftnb bie erwähnten 
fed^e aßettbe be« »erlangten Sntegtoie folgenbe: 
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1) /x-"X^dx = i^^-j^/x--X^-dx 

^m-n + lVp + l I« n4-l 

2) /x-X'-dx = ^^-— ^-^5-7-^/x«'-"X»+'dx 
-* •' bn(p4-l) bn(p + l)"' 

3) /x" X- dx = — p^rr- - -^^-9-^5—3— i/x^+'X'dx 

m-n+ixp+i a(m-n + l) -„ „„„. 

4) /x" X" dx = T-, — ; r-r: — irr— i — n^r/x" "X'dx 

-* •' b(m + np4-l) b(m4-np + l) 

^ -^ an(p-fl) ' an(p + l) *^ 

/sinxcos** xdx = cos^'x/smxdx — 

— /iicos°~*xdcosx/sinx(lx 

^z^cos^'+^x- n/sinxcos^xdx 

(n+ l)/sinxcos"xdx = -~cos°+^x 

COS" + * X 



/sin X cos° X d X = 



n+ 1 



Damit tt)irt) man nun lei^t foIgenl)e [ed^d gormein abjuleiten 
im ©tanbe fepn: 

. .. . . sin"+^ cos"-* , n — 1 ^ . ^, 

1) /sm"* cos" d X = r-i — r/sin"+*cos"-2dx 

n^ sin"-» cos"+» , m— 1 ^ . ^ , . , , 

2) „ = ^j-q-j h -jj^/sin- 2cos-+2dx 

sin*"-* cos°+* , m-1 ^ . 

3) ,, = -, —/sin"*-* cos" d x 

A\ sin"*"*"* cös"-* , n + 1 r . » „ 9 j 

4) ,, = 1 — / sm" cos" - 2 dx 

' ' m + n 'm + n*' 
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5) /sin" cos" dx = —. , ' /sin°^^ cos" dx 

sin"^+*cos"+i , m+n+2^. 

6) . = ^r+T- + -;^qp^/sm-cos"+^^ 

9ltte irrationalen !I)ifferent{alau^brücfc fonnen nur baburd^ m 
tegrirt mxien, baß man ftc burd^ jttjerfmaßige ©ubfiitution auf 
rationale Slu6brä(fe gurürffü^rt. 

SEir toollen I)ier biefe @ubftitution6au^brü(fe für bie »erfd^ie*^ 
benen irrationalen !l)ifferentialau^brüdte folgen lafien: 

m n P 

1) f(x, Vx, Vx, Vx....) dx 

•mw ^ra. n p . . • . * 

n 

2) f(x, Vä + bx) dx 
a + bx ::=: y" 



« '(- V'^) -' 



•+g 

a + bx 



f+gx 



y" 



4) f(x, (a + bx)" , (a+bx)^ ) dx 

a + bx =: y»*»- • • 

5; f(x,(i±^f ,(l±^y. ...)dx 
^'Vf + gx/ Vf+gx/ 

a+ bx 
f+gx » 

6) f (X, Va + bx + cx») dx 
a + bx+cx* = c(x + y)* 
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7) f(x, Fa + bx — ex«) dx 

a + bx — cx^ ~ c(v, — x)(x — Vj) =:(x — V2)cy 



8) f(x, |/a^ +b, X, Va^ + b^x) dx 
a^ 4-b, x, t=: (a^+box) y« 

9) f(x™-S(a + bx")^) dx 

1) 3ft — eine ganje ^oijl, fo fe^t man 
a -f-bx° = y*» 

2) 3ft - + ^ eine ganje 3a^I, fo fe^t man 
a + bx" =: X" y^ 

!l)er SntegralfalfuI gibt unferer Schrift jundd^ji eine jur S5e^ 
nüftung nötl&ige SBottfiÄniiigfeit; jeigt aber aud^ jugleid^, ml(t)t 
grofe Surfe in t)er reinen Ü)iatf)ematif noct) auöjufüUen ift; e^ 
f&ttt n&mlidji bie ganje 2;f)eorie ik^e^ umfajfenben «RalfuI^. 

gür bie Slnn)ent)ung fann man jebe 3)ifferentiaIfunction in 
eine9ieif)e umtoanbeln unb biefe ift jebenfallö integrabel; aber öon 
ber Srreic^ung eineö gefc^Ioffenen Slu^brurfed n>erbcn tt)ir burd^ 
eine neue Surfe in ber Slnal^ftd, ttjoburd^ aKe bejüglid^ ber allge^ 
meinen 3^^' moglid^en gragen fp öiel n>ie unbeanttt)ortet ftnb, 
abermaK abgehalten. !I:emnad^ tccUm toix fogIei4> nod^ 
bie grage erörtern, auf ml(S)i SOSeife eine mitext 5ludbitbung ber 
Slnal^jld möglic!^ fe^n bürfte? 

Seit ber Srfinbung ber Differential unb 3ntegraI^5Redbnung 
iflt bie Siteratur ber SDlatl^ematif am meiflen anflett)ac^fen, aber 
merftt)ürbiger SBeife tt)irb in allen biefen Unterfud^ungen ein lei^ 
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tenbed ^tind)) fafi g&ngUc^ "oetmi^, unb nur bad Sebürfnif fftt 
bie ^tDenbung l^ot gum Zf^tÜ neue ©nmbfA^ geltenb gemad^t, 
bie ballet f&mmtltd^ auf 9lA^erungdmet^oben l^inaudlaufen; ein 
tiftt mat^ematffd^ed ^rincip aber atö Seitfaben wirb in Wefer 
(Spod^e ber ©efd^fd&te bet SRatl^emattf nfd^t bemerft, unb bie 
3al^l bet eigentlid^en Sel^rfdfte ber anat^ite ift nid^t »ermel^rt 
tDotben, 

Um nun bie* gefleUte grage ju beanttt)orten , l^aben tt)ir alö ' 
5lnl)altdpunft eine d^nlid^e Speere in ber ©efc^id^te ber ©eometrie. 
Die fogcnannten elementaren Sigenfd^aften ber geometrifd^en ®runb^ 
objefte tt^aren ndmlid^ längft belannt, i^re Folgerungen jur ®e^ 
nuge ausgebeutet unb fo bie SIemente ber (Seometrie gleid^fam 
abgefc^Ioffctt, 2)ie anal^tifd^e ©eometrie, bie auf einem anbem 
SBege.ju benfelben JRefultaten gelangte, förberte jwar bie geome^ 
trifc^e aaSiffenfc^aft, allein bie SüdEen in ber Slnal^ftd I)inberten fte 
balb an ttjeitem gortfc^ritten. Da traten mit einem SRale neue 
Oeometer, unter il^nen befonberS ®t einer fn Serlin auf, jeigtcn, 
baf bie geometrifc^en Orunbobjelte nod^ lange nid^t erforfd^t fe^en, unb 
fJrberten fo burc^ ©ntberfung neuer Gigenfd^aften ber Elemente "baö 
geomctrifd^e SBiffen aud^ bejüglid^ ^öl^erer Objefte unglaublid^» 
Der Slnalogie nad^ iji nun ber ©d^Iuf erlaubt, ba^ bie anaf^ti^ 
fd^en eiemente fd^tt^eriid^ erfd^6))ft fe^n bürften, unb baf burd^ 
?tuffinben neuer öigenfd^aften ber jufammengefeftten S^^ten, mm 
nid^t aud^ burd^ ^erftettung neuer Dbjefte, bie Slnal^ftS nod^ be^ 
beutenbe gortfd^ritte ju tmaüzn l^abe. Dtefe gortfd^ritte müßten 
^auptf&d^lid^ ben SOSeg ber Snbucticn ober analog bem Sffiege 
ber neuern ©eometrie gelten , unb ba^er »dren jundd^fl bie 5ßrin^ 
cipien eine6 Snbuctiondlalfulö feftjufeften; fo fann man j. S3. 
fd(^liefen, ba^ bie gunction »on (a, b), bie ftd^ um y dnbert. 
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p 

mm a um bie 2al)lmm^tit n>dd^ii, y f^^/ ^^^ ^^^^ ^^^^^ 
Sal^I biefe (Stgenfc^aft beftftt* (Sine ganje 3le{^e »oa fold^en unb 
dl^Kc^en 8el)rfd^en tt)ürbe olöbonn bie 5Princt>{en beö Snbuctton«^ 
ÄalfuI^ enthalten. 

©n anbetet anal^tifd^et SBeg föt eine mitm Sluöbtlbung 
bet Stnali5^jt6^ fann nut babutc^ gefc^^affen tt^etben, baf man in 
ben bidl^etigen ÄalfuI ein allgemein leitenbe« ^xlmip einfül^tt, 
ba6 aKbann weitete Sntwirflungen geflotten tt)itb. 9iun jinb alle 
jD^)etationen in bet Stnal^fia nfd^t6 anbete6 atö 3nt>olutionen »on 
gombindtionen unb SSatiationen mit unb ol^ne Sffiiebet^olungen, 
beten ölemente bie natötlid^en ä^i^len flnb; unb bamit ift [c^on 
eine ganj allgemeine Settad^tung in bie Slnal^^ gebtad^t. Sitte 
tüeitetn gottfc^titte in btefet SBiffenfc^aft f)dngen ballet innig ju^ 
fammen mit bet Sluöbilbung bet Sombination^tl^eotie, unb l^iet 
ift aud^ bet 3nbuction ein mitt^ gelb geöffnet. 

2)ie combinatotifc^e Slnal^ft^ ^at bi^I^et metftt)ütbiget SBeife 
nidbt öiele SSete^tet gefunben, bennod^ ift il^te 3;i^eotie, fo mit fxä) 
biefelbe auf bie Älaffen bejiel^t, fo jiemlid^ öottftÄnbig; betjenige 
%f)t\l abet, bet bie jDtbnungcn jum ©egenftanbe feinet Untetfud^^ 
ungen f)at, ift gdnjlid^ unbetü^tt, obtoo^ ol^ne biefen Ctbnung^^ 
falful um Sluftöfung bet I^S^etn ©leic^ung j. 83. ein öetgeblid^et 
gSetfud^ bleiben tt)itb. 

2)a nun biefet 3n)eig bet Slnal^fte nic^t blöd fut bie ^ö^etn 
©leidbungen, fonbetn aud^ füt bie JReil^en, befonbetd föt il^te 
©ummitung, tt)obutdb auc^ eine S^l^eotie bed Sntegtalfalfulö ge^^ 
fd^affen fe^n tt)ütbe, »on l^oc^ftet 2Bid^tigIeit ift, fo wotten n>it 
öetfud^en, feine ©tunblagen ^iet feftjuftetten. 

?lle gegeben mfiffen babei immet folgenbe ©tüdte bettad^tet 

n>etben: 

4 
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1) ^ie 3# t)eT Elemente muf befannt fe^n, tt>eH b(ti)on 
We 2af)l ber Dtbmingen, fowie We 3^1 i>«^ Älaffen fcttft 
ab^dngt; 

2) aUe mit biefen Elementen mSglit^ SombinationdQaffen 
o^ne äBteberl^oIungen muffen gegeben fe^n^ mil barou^ 
bie (Sombinatton^naffen mit äBiebetl^oIungen unb bie SSa^ 
riationen gelben »werben fSnnen» 

üRel^r al6 biefed fann ni^i gegeben fe^n. 9(ud ber Som^ 
bination6tl^eorte felbfl aber entlegnen n)ir ouferbem ncMl^ folgenbe 
Striome: 

1) Sine jDrbnung fud^en \)d^t im SHIgemeinen immer nur 
eine erpe Orbnung fud^en. 

2) 2)iefe Drbnung ifl jebeömaf bie 2)ifferena jwifd^en jtt)ef 
gleid^namigen Älaffen, tt)ot)on aber bie SIemente in ber 
einen ade po^ti» unb in ber anbern aQe btd auf eine^ 
negatiü jinb. 

3) 2)ie ^erfiettung ber gteid^namigen Älaffe mit poftti^en unb 
negativen Drbnungen ifi auöf(j(^Iüflic^ nur burd^ SBurjeln 
möglid^. 

4) a»an farat nic^;t bie Drbnungen irgenb einer illaffe l^er^ 
fleUen, »enn niä)t juöor bie Drbnungen ber l)6l^em klaffen 
l^ergefiettt jtnb; bie jDrbnungen ber erpen Älajfe feften alfo 
bie Drbnungen aller mJglid^en l^ö^ern Älaffen »oraud. 

5) 2)ie ^Sd^fte Älaffe ^at jebe^mal nur eine einjige Drbnung, 
dnbert olfo il^ren SBSert^ nid^t, fonbem nur i^r ^ii^n. 

6) 9t\xx in ber t>orletten Älaffe aKein lajfen ftd() bie att)et barin 
öorfommenben Drbnungen burd^ ganje Äfaffen ftnben, »eil 
bie le^te klaffe felbji nur Sine Drbnung ^at; jur 8luf^ 
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^Vi^mi ber Orbnunflen aUer übrigen Älaffen werben We 

Drbnungen aOet l^öl^em »orau^gefefet. 

7) 2)ie Unterfud^ung muß ipon fold^en Älaffen au6ge]^en, benen 

eine S^^l »on (SIementen ju ®runbe Hegt, tt)el(!^ efne ^o^ 

tena »<>« 2 tji, mil tt>ix nur för gerabe SBurjeln eine 

Seid^en^StmWguitdt I^aben. 

^aä) biefen SSorauöfe^ungen ifi man nun im ©tanbe, bie 

imi »id^tigjien Probleme De6 Orbnung« alfulö aufjufletten, ndmlid^ : 

1) SBenn aCfee gegeben ifi, n>a$ oben angejeigt tt)urbe, fo ifi 
ba6 erpe 5ßrobIem, ju bejiimmen, üon »eichen SBurjeln bie 
Drbnungen einer jeben Ätaffe abf)ängen. 

2) 5)a6 ndd^fle Problem ifi bie SJilbung be6 SontpIexe6 au^ 
ben Älaffen mit lauter pofttit)en Drbnungen, 'ber unter 
jebem aSBurjeljeic^en fie{)en muf . 

(Se Knnen ftd^ im Verlaufe ber Unterfud&ung noif mel^rere 
fefunbire Aufgaben barbieten, aber öon ber ?öfung ber jtt)ei auf^ 
gejiettten ^Probleme »irb auefc^Iüflid^ aUe« »eitere abl^dngen. 

Um ben SBertl^ biefe6 jDrbnungöfoIhitö jum SSoraud einju^ 
feigen, wollen wir ben ®ang ber Söfung ber I^J^em ®lei(^ungen 
betrad^ten. 

3n ber allgemeinen ©leid^ung fe^en alle (Slemente pojitiö, 
ba^er aud^ aUe Drbnungen in aßen Älaffen; bie Soefftcienten 
flnb bie Sombinationööajfen ol^ne aBieberf)olung biefer Slemente, 
unb fo feij^ bie ©leid^ung gegeben. SÄit biefen 3)aten fotten nun 
aUe in 'ber ®leid(^ung »orfommenben Älajfen neuerbing« conjhruirt 
werben, aber unter ber SBorauöfe^ung, baf alle Slemente biö auf 
eine« negatit> finb, weil ber aßertl^ ber unbefannten 3«^ ^i«^ 
jDrbnung ber erjien Älaffe ifl. 
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Sei bicfer Slnnal^me bldbt ia^ lefttc ®Heb uittetinbert unb 
nur fein 3^^ 9^^* ^^ '^^^ entgcflengcfeftte b. 1^. »on + ta — 
über. 3n «Ben anbem klaffen bleibt ber ä^JflmxmÜ) ber jDrb:^ 
nuttgen, »dl^renb fid^ ber ber Älaffen finbert, bal()er ifi l^ier eine 
JRei^e öon ge^rffiften notl>n>enbfg, bie bie Silbung ber »erlangten 
klaffen einleitet unb m5glid^ mac^t. Sei toirflid^en 3n)DoIutionen 
beginnt man mit ber erjien Älaffe, bei ber Slujlofung ber ©lei^? 
drangen aber muf bie erjie Älajfe gefud^t toerben, unb man be^ 
ginnt bei ber legten Älaffe. 

5Rur auf biefe SQSeife iji bie aWJglic^feit ber «uflftfung ber 
I^Sl^em ®Ieic^ungen ju gewdrtigen, ba ber Unterfd^ieb gwifc^en ber 
ßönfiruftion einer ®lei(^;ung unb beren Sluflofung barin befielet, 
baf jene zin ÄalfuI mit Älaffen, biefe ein ÄalfuI mit Drbnungen 
ift, ein Unterfd^ieb, ber biöf^er nic^t beachtet würbe. Ueber^aupt 
erfd^einen bie l^o^ern ©leid^ungen unb i^re ©genfd^aflen in einem 
gana anbem Sid^te, wenn man jiatt beö gewöhnlichen ®ange« in 
ber 5lnali)jt^ ben combinatorifd^en wäl^It, woburd^ jeber einjelne 
barauf bejüglic^e Sel^rfaft eine princi^)iette Siot^wenbtgleit wirb. 

?luf biefem SBege l^at bie Slnal^fid auc^ eine princi})ieU fxif 
ergebenbe Erweiterung ber Z^zoxk ber JRei^en unb ber Äetten*^ 
brüd^e ju erwarten, beren Sonftruftion auf ben Sombinationen 
mit SEBieberl^olungen berul^t; unb bie Sludbilbung eineö Drbnung^^ 
falful^ würbe bal^er and) J)in fel^r wiHfoniraen fein. 



3um ©d^luffe wetten wir n^ eine Slnwenbung ber a)if«^ 
ferentiaUSRed^nung auf bie t^erftettung ber Sebingung^gleid^ung 
be^ ®Iei(^gewid()tee eineö S^ficmed »on Giften ol^ne öei^ülfe bed 
Unenblid^Heinen geben, öon einem Ueberblidte ber Orunblagen ber 
SWed^anif überhaupt begleitet. 
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Die ©rwiMagen aKer SBcaibeitungen ber ÜÄed^attif rebujtren 
jtd^ auf bre{: 1) ben ^ebel, 2) ba« 5ßarallel(yflt<mim b« Äri^e, 
3) auf We »ittueKe ©efdj^ttjinbiöfeit 

3n jeber fold^n Searteitung ftubm tt)ir alle Äraft ber Slutom 
baju öettt>enbet, emen Setzet» f^tee ?Princt>ee ju geben, »eld^ed S9e«? 
jkeben <ieW bie erjien Sldtter i^w Sirbetten auöföUt; ottefn atte 
biefe Seftrebungen jtnb bte^er mißlungen unb laufen am ®nbe 
barauf l^inaud ; baf bad }ur ©runblage angenommene ^ximip atö 
Orunbfaft ju betrad^ten fei;;. 

Die neuem Searbeitungen ber SKed^anil l^aben alle ben ^ebel 
al^ 5Princf)) aufgegeben, bal^er wollen tt>{r im Slad^folgenben nur 
bie 95ett)eife ber beiben anbern ertodl^nten $rina>ien, namlid^ bed 
^arattetogrammö ber Ärfifte unb ber virtuellen Oefd^winbigfett geben. 

I. !Daö ^Parallelogramm. 
8eim Parallelogramm ber Ärdfle ^at man ju beioeifen, nad^^ 
bem barget^an x% ba^ baö 3Raf einer jeben Äraft bfe ®ef(^tt)in^ 
bigfdt i^re6 SlngriffÄ))unfte6 unb biefe eine begrenzte ?inie fe^, 
baf bie Diagonale bie SDWttelfraft ber beiben ©eitenfrdfte öorfteK«. 
©0 lange man nun unterlief, juerft bie Sigenfc^aften ber aWittel^ 
traft fefijujiellen, mufte jeber Serfud^ eineö 95ett)eifed miflingen. 
Um aber bie Orunbeigenfd^aft ber STOittelfraft ju finben, l^at man 
juerfi JU erforfd^en, tt)aö man unter ber Seiftung einer Äraft jtd^ 
üorjujieHen ^abe. Diefe l^ toefentlid^ »erfd^ieben »on ber Orofe 
ber Äraft, unb eine Function »on ber Sage bee Slngriffdpuntteö, 
ber JRid^tung unb ber ®r5ße berfelben, unb »irb er|i jtd^tbar, 
»enn man ber fraglid^en Äraft ein ©efd^dft »errid^ten Idßt, mU 
6)ti im .SlUgemeinen gleid^göltig ifi, ba bejüglidb ber SBergleid^ung 
ber Seijhingen ber Ärdfte nur al6 notl^toenbig erfc^eint, baf alle 
biefe Slrbeiten einerlei 3latur fe^en. 
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9ß{r »oRen bemnad^ bie AtAfte benü^ett; um bU¥d(^ Sett>eg^ 
img »ort fiinien fn ber äeitein^eö gldd^cn ju etaeugen, unb n)dl^len 
baber eine in einem 5ßunfte befefügte getabe Sinie ate »ettjegunge^ 
objeft, iebod^ mit ber SBejiimmung, baf bic Sefejiigung nid^t bie 
geringfie ©pur einet miittn Äraft »ertreten foB, b. 1^. baf bie 
JU bewegenbe ®erabe abfolut um unb burd^ ben 33efefllBung«))unft 
bettjegiid^ fe^* 

Unter biefer SSorou^feftung wirb ber ?lngriff^))unft ber Ärafl, 
beren geijhing gefud^t »erben foK, ber ein 5ßunft ber angegriffenen 
8inie ifi, nad^ bem Oefefte ber Xx!i((t)tlt iwcif ben ©tof ober bie 
Äraft in ber S^im^elt eine befiimmte gerabe Sinie befd&reiben, 
beren ®r6fe bie ®r6fe ber Äraft ober bed ®tofe^ unb beren 
aiid^tung bie JRid^tung ber Äraft »orfiellen »erben ; bie bewegte 
gerabe Sinie ttrfrb nun in ber ßeiteinl^eit eine gldd^e »on befümmter 
®r6fe erjeugen, unb biefe ift ba^jenige, »a« »ir unter ber 8eift^ 
ung ber Äraft »erjiel^en, unb in ber 33^at ifi biefe gldd^e aud^ 
eine gunction »on ber 8age be« 8lngriff«j>untte« , ber SRidbtimg 
unb ber ®r6fe ber Äraft, inbem man ftnbet: 




Z/ABC = iPp 

= ^PDsinj). 



5)a tt>ir nun unter SKittelfraft immer biejenige Äraft t>er^ 
fielen, beren Seipung unter ajfen SSerl^ältniffen genau fo grof i% 
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di bie Seiflttogen bet gegebenen <fft&fte jufammeU; fo ubujttt fid^ 
ber Sett)ei6 »om ^ßaraKetogramm bet Ärdfle auf folgenben geo^ 
metrifc^en ©aft: 

äBenn man ^on irgenb einem fünfte in bet (Sbmt eined 
5ßaratteIogramme« iDreiede l^erfleHt über bie beiben Seiten unb 
biejenige DiagonaHinie; bie »om SDurd^fd^nitte biefer Seiten au«^ 
%ä)t, fo ifi ba^ SDreiecf ber diagonale genau fo grof aie bie 
Summe ber Dteiecfe aber bie beiben Seiten» 




66 ifi n&mll^: 

z/ADE = ^ACE + z/ADC -f ^DCE 

DCPG . DC.EG 



= ^ACE 



= ^ACE 



2 "^ 2 
DC(FG + EG) 
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AB. EP 
= ^ACE + ^ 

= ^ACE + z/ABE q. e. d. 

2)a nun f)itt bie SBett)egungdIinie eine gemeinfame, n&tali^ 
AE i% unb obiger Semeid fär jiebe foldie ginie gitt; tt>eId^e9K(^^ 
nng unb n>eld^e ®t5fe {ie aud^ immer ^aben mag nur mit bem 
Unterfid^iebe, baß eined ber obigen 3)reie(fe aud^ negati» »erben 
fann, fo iji bet Saft bejüglid^ be« ^ßaraUelogrammed aDgemein, 
fkenge unb einfad^ bett)iefen, unb ber Sewei« auf ben Segriff ber 
aWittelfraft gegrönbet. 

^im unmittelbare golge bed Segriffe« ber 3WitteIfraft unb 
bed obigen Seweifeö befielet nun barin, baf bie aRittelfraft in 
entgegengefeftter JRid^tung angebradbt ba« ©leici^gewic^t l^erjlette; 
femer ergibt jtd^ baraud, tt>eld&en SCnt^eil eine Äraft an irgenb 
einer Sewegung i^reö 3lngriffd^)unfte6 nimmt. 

fflad) ber überjeugenben 2)arjieaung be6 erwdl^nten ®runb^ 
pmcipt^ ber SWecJ^anif ifi ed nun ein Seid^tee, ju ben attgemeinen 
Sebingung6gleid^ungen be6 Oleidbgewid^te« ju gelangen, in benen 
aUe ^Probleme ber ©tatif unb SD^namif i^re 85fung ftnben- 

n. 3)aö 5ßrincip ber virtuellen ®efd^tt)inbigfeit. 

3)a« britte ©runbgefeft ber aJled&anif ift bad beö Seftrebene 
nad^ ®ef(^tt)inbigfeit, unb finbet ftdb juerfi in ben ©d^riflen »on 
®alil&i, nimlid^ in feinem Straftat della scienza mechanica 
unb in ber Slnmerfung jum jweiten ©afte bed britten SDiatoge«, 
aU eine (Sigenfd&aft bee ®leid^gen)id^te6 bargejleHt, weswegen aud^ 
®alildi alö Srftnber biefeö ^xincipt^ anjufe^en ifi. 

ÜÄan »erfianb aber unter bem Sefrreben nad^ ®efd&tt>inbigfeit 
ober unter bem Segriff ber virtuellen ®efd^winbigfeit baejenige, 
tt)a6 ein Ritptt, ber ffd^ im ®teid&gett)id&te befinbet, er^&lt, wenn 
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t)iefe« aufgehoben toixi, i. f). We ©efd^wtebigfeit, bie er im etflen 
äuflenWide feiner Sewegung ttirflid^ ereilt, nad^bem er au»or im 
@Iei(!^gen){d^te unb im d^f^^nbe ber Stulpe gebad^ xoixi. 

SlKgemein auögebrüdt i^ ba^ ©efeft be^ Sejireben» na^ 
@efd&tt>inbigleit ober ba» ®efeft ber tjirtuellen SWomente fot 
genbe6: 

Senn ein @9ßem )oon fünften im ®(eicl^gen>i(l^te ifl; unb 
man gibt bemfelben eine unenblid^ Reine Sen)egung; vermöge ber 
jebet 8tttgriffö^)unft einer Äraft einen unenblid^ Beinen SBeg be^ 
fd^reibt, ber i^r SBefheben nad^ ©efd^winbigfeit au^btücftj fo toirb* 
bie ©umme ber Ärdfte j[ebe einjeln multiplijirt mit i^rem Sejireben 
nad^ ®efd^tt)inbigfeit gemeffen auf ii^rer 3li<^tung, b. ^. fo toirb 
bie Summe ber »irtuetten 3Äomente glei^ SRuK fe^m 

3o{)ann Sernoulli l^at juerji bie grofe Allgemeinheit biefe* 
©afte^ bargeti^an unb i^n burd^ ^Differentiation ber aKgemeinert 
©leid^ungen fär bad ®Ieidbgen)i<$t gefunben, benfelben bal^er immer 
nur atö eine @igenfd^afi bed ®Ieic^gen)id^ted betrad^tet. 

Sagrange xoax ber etfte, ber biefen @aft, burd^ beffen 6in*» 
fad^^eit unb Slllgemeinl^eit angelodtt, jum ®runbgefefte feiner 2Re^ 
d^anif mad^te, o^ne i^n ju betoeifen. 3)iefem Sebfirfniffe fud^te 
Sagrange ju begegnen baburd^, baf er i^n burd^ mafd^inen^ 
mdfftge Sorrid^tungen anfd^aulid^ ju mad^en jirebte. 

SBegen SWangel biefe^ Seweifeö blieb bie Bearbeitung ber 
9Red^anif üon Sagrange fafi gdnjlidb ifolirt, inbem bie nad^fol*' 
genben ÜWat^ematifer wieber me^t i^re SvL^nd^t jum ^ßaraHelo*» 
gramm ber Gräfte nahmen atö einen ®runbfa6, beffen SEBal^rl^eit 
eüibenter fe^; aber in jebem SDäerfe ber neuern SKed^anif, ba« 
nid^t unbebingt bem ?Princi))e ber virtuellen ®ef(^itt)inbigfeit ffuU 
biget, wie ^jJoncelet in allen feinen ©d^riften getl^n, flnbet 
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man bie Semäl^ungen bed %ttor6 um ben Smeid bed ©efe^ed 
ber virtuellen ©efd^ttjtnbtgfeit, tt>orau^ l^ertjorgel^t, baf ein fold^ 
bi^^er nid^t erifMrt. 

aSßir tt)oBen nun im Äad^folgenben biefen Sewei« nid^t in 
f^ntl^fetifd^er %oxta, benn in biefer SBeife wirb er bei ber anal^ti^ 
fd^en Statur ber SWed^anif »erßeben« »erfud^t »erben, ba jxd^ ein 
fold&er not^wenbifl immer an einen fpejiellen gatt anlel^nen muf, 
fonbern auf bem anal^tifd^en Sege l^erfleDen, inbem toix if)n ald 
golflerung unferer Segriffe ju erl^alten fud^em 

ffiaö wir ju biefem SJe^ufe ben flettj6^nli<^en SSorbegriffen ber 
SWed^anif pod^ beifeften, befielt im golgenben : 

1) Sine Äraft — ein ©tof ober eine momentane Äraft — 
fann i^ren ^ngrif et>un{t nad^ aUm Stid^tungen im Siaume 
bewegen, wenn eine fold^e burd^ anbertoeitige Sebingungen 
fejigefefet i% 

2) Die ®r6f e ber Setoegung ober bie ®efd^tt>inbigle{t toirb 
m 5ßrobuct au6 ber ®rofe ber Äraft in einen unbe^ 
pimmten gaftor fei^n. 

3) 2)a biefer gaftor tjon ber JRid^tung ber Äraft gegen bie 
ätid^tung ber Sen)egung ab^dngt, fo fann er ali ein@tüd 
»on ber Sinie ber Äraft betrad^tet »erben. 

4) gin ®9ftem »on 5ßunften iji im ®teid^gett>id^te, wenn bie 
@umme ber ®r5^e ber Setoegungen nad^ jeber beliebigen 
SWc^tung ^in gleich Slutt i% 

9Rit biefen SSorauöfeftungen erl^alten tt>ir al« allgemeine S5e^ 
bingung«gleid^uttgen ber Setoegung: 

Pl Pl + P« Pt + P3 Ps + = w 

worin MV ebenfaU* ein fold^ed ^robuct oorjieHt. !Die gattoren 
Pi , p, , P3 wollen wir bie 3;^dtigfeitö^Soefficienten nennen. 
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Sine gtö^ere Bewegung ob« eine größere ©efd^winbigfeit 
{(trat etjielt wetben butd^ SSeräniKrung biefer %ahetm i. f^. ivaUf 
SBet&nberung beic S83itfung«»eife betÄtdpe, mivaüf wk etl^atten: 

PiPt' + P^P.' + PaPa' = w 

unb baroue ge^t ^ttoov, bof 

Pi(Pi'—Pi) + P2(P*'-P*) + P3(P3'—P3)-. = w- wöbet 

P.(dp,+^--) + P.(dp, + ^^-.0 + ....= 

d^ w 

= dw+^-2.... ober 
(P,dp,+P,dp + P3dp3..) + ^i^^2Li^^^* + ..= 



dw 



d«w 



1.2 

2)a nun dw eine beliebige Oröfe iji, fo ift 

PidPi + P2dPt + Psdpa*--* = dw b. f). 

Um eine Settjegung ju etjeugen, beren ®efd^tt)mWgfe{t bad 
!Differentlal ber })rimtti»en ®efd^tt){nblgfeit i^, ^at man al« Ji^S^ 
tlgfeft« ^ Soefficienten bie 2)ifferent{ale ber »)rim{tiüen Soefftcienten 
JU fe^en- 

(56 f ji flar, baf für ben ßu^anb be6 ©lefd^gettfd^ted w = 0, 
ba^er an^ dw=0 fei^, unb We 95ebingung«gle{d^ung be6 ©leid^^ 
gewid^tee ttjirb: 

Pidpi +P.dp, +P3dp3 = 0. 

SRun nennt man dp^ We »irtueKe ®efcl^W)inbigfeit »on Pi 
unb Pjdpi ba6 »(rtuette ÜÄoment Wefer Äraft, tt>aö fte tn ber 
3:i^at aud^ flnb; benn benft man jtd^, baf bie beiben erpen Ärdfte 
ftd^ ba« ®Iei%wic^t galten foHen, fo muf mit SRücffic^t auf bie 
Seid^en fe^n: 
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P, : P, = dp, : dpi b. ^. 

3)ic OefÜ^tDinWflfdt cfner Äraft muf für ein befiimmte« ®e^ 
f(^ft um fo größer fe^n, je flefner We ®r6fe ber Äraft i^. 

Dbige Olefd^ung in aSSorten au^gebrücft l^eipt : 

3m 3uftanbe beö Oleid^getDid^te« »on Ärdflen ift We Summe 
ber ^irtueUen SRomente gleich SluU. 

Um nun ben SI^Ätigfeftöfaftor einer Äraft in einem &\f^tmt 
ju beflimmen, erinnern ttjir un6; baß berfelbe burd^ ein ©tüd ber 
Äraft »orgejieUt ift; er iji ba^er ber Slu^brud für bie gntfemung 
aw)eier ?Punfte'im JRaume, eine« conjianten unb eine« »erdnber^ 
lid^en. iDemnadb eri^alten toxi: 

p = V(x — a)2 + (y — b)* + (z — c)« unb 

X — a y- — b z — c 

dp = dx + -^ dy -j dz ober 

p ^ P ' ^ P 

dp = cosadx + cos^dy + cosydZ; 
unb obige ©leid^ung gebt in folgenbe au«einanber: 

Pj cos aj 4" ^t <^0S a, -{- F^cosa^ = 

P, cos /3i + P, cos/J, + P3 cos /Jj = 

Pi cos y^ + Pj cos y, + P3 cos yg . .* = 0. 

SDarau« ift erltd^tlid^, baf ber a;^Ätigfeit«^Soefftcient einer 
Äraft in einem ©vfleme ber Sojtnu« be« SBinfel«y ben bie Äraft 
mit ber Setoegung bilbet, i% 

3ji bal^er ein Softem öon Ärdflen im ©leid^getoid^te, fo 
geben toix bemfelben, um bie öirtueHen Oefd^winbigfeiten ju be^ 
fHmmen, bie beliebige Setoegung dw burd^ Silbung ber 2;i^itig^ 

fefte^Soefflcienten dp, , dp, unb biefe ttjerbenbie ©ojtnufe 

ber SBinfel fe^n, bie bie 3li(^tungen ber Ärdfte mit ber JRid^tung 
ber Settjegung bilben. 2)a aber dw eine beliebige ®röfe ift, fo 
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tt>irb c« aW ^9j>otenufe ober 9iaWu« be« Ärdfe« für genannte 
6o{tnufe gelten, unb dp^ , dp^ , . . ujerben gefunben, inbem man 
»on bem @nb^)unfte ber beliebigen Sinie dw ^Perpenbifel auf bie 
9H(^tungen ber Ärdfte fäKt. 

auf biefe SBeife ift nun mittelfi ber einfad^jien SSorau«^ 
feftungen bie allgemeine 95ebingung6gleid^ung bee ®Ieid^gett)ic]^te6 
für ein beliebige^ @9jiem »on Ärdften ^ergefieHt, i^re Sebeutung 
erfldrt, unb gejeigt, wie in jebem befonbem galle bie »irtueHen 
®efö&ttjinbigfeiten ober bie üirtueHen 3Womente J^ergefieHt »erben. 

3)er meta))^9jifc]^e Orunb biefe^ $rinci})eö beö Oleid^gewid^ted 
liegt barin, ba^ bie 3;^dtigfe{t' einer Äraft eine gtt)eifad^e x% einer^ 
feitd einer gettjijfen 8afi ba^ ®lei($geW)id^t ju Italien , anbererfeitö 
eine gewiffe ®efd&tt)inbigfeit ju erjeugen, um mit neuen burd& 
bie Sewegung itci^ ergebenben Ärfiften ®leicl^gett)i(]^t ^juPeUen, 
wie e6 bad ®efe^ ber Slrdg^eit »erlangt, »ornad^ »dl^renb einer 
jeben ©etoegung forttt)d^renb nur ®lei(^gett>id^t ^errfd^t ; je gröf er 
bal^er ber gaftor für bad eine ®efcl^dft tt)irb, befio geringer tt>irb 
ber gaftor für bie anbere 2;^dtigfcit. 
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